METODOS MATEMATICOS
ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES LINEALES

Profesora: M2 Cruz Bosca

TEMA 3: ESPACIOS FUNCIONALES Y
DESARROLLOS EN SERIE

m Por qué la integral de Lebesgue: introduccionalo s
espacios funcionales L°, L®

o Complecion del espacio  C,(a b))

mSea CP((ab))=(C.(aH)ld,) donde C,([alb]) es el espacio lineal de las
funciones continuas definidas sobre el intervalo cerrado [a, b]DR y con
recorrido en k, sobre el cual se constituye el espacio normado definiendo

I, =

espacio euclideo sélo si p=2, y es no completo en todo caso.

. 1
J-|f(x)|pd>%p, O0f0C (al), con 1< p<+w; este espacio normado es

a

m Segun el teorema de complecion, todo espacio normado (no completo)
admite una complecion, Unica salvo isomorfismos en norma.
[ Definicion: Dado(L,||[J) espacio normado no completo, se define eoraplecion

del mismo como un espaci@_,|| L) tal que:

a) (L",]|OL) es espacio completo, esto es, de Banach.
b) Contiene un subconjuntg denso erl”, esto esl, = L.
c) (L,,II0L) esisomorfo en norma cdp, || ), L, =L .]

m Estd garantizada, por tanto, la existencia de un espacio completo,
L([ab)=Ci(ah).
-Nota: Obsérvese que en este enunciado se estatifiocdedo C]k([a, b]) y su
imagen Cko([a, b]) segun el correspondiente isomorfismo, donde et@ybnto
C.o(ab]) del espacio(L?([a,b]).II0l,), norma segin integral de Lebesgue, es
denso en éste.

® Pero resulta que hay que incorporar al espacio funciones - en principio:
los limites de sucesiones de Cauchy no convergentes en Ck"([a, b])— que no

son integrables Riemann en [a,b]. Se necesita, entonces, un nuevo tipo de
integracion: la integral de Lebesgue, mas amplia que la de Riemann.
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[ » Nota: Dadaf @ b | k, funcion acotada,
f integrable Riemanril E’Ja f integrable Lebesgue; y ambas integrales coinciden.
(Aunqgue si f no es acotada, puede su integral de Riemann, en sentido impropio, y

[su integral Lebesgue).]

® Y, una vez introducida esta integral, los vectores del nuevo espacio, ya
completo, no seran, a la postre, funciones, sino clases de equivalencia de

funciones (por la necesidad de cumplir el axioma |x|=0 < x=0, cf. p. 11).
» L2 ([a, b)) =(L2([a B),lI0],) es la complecién de C((a b)), 1< p<+eo, donde

L’ ([a, b)) es el conjunto de las clases de equivalencia de funciones
p—integrables Lebesgue definidas sobre [a,bjOR y con recorrido en k,

esto es, tales que J' | f(x)|” dx < +e (integral de Lebesgupkobre €| se define
(2.

la norma ||f||p =

J

[a.b]
(y un espacio Hilbert = p=2).

P
|f(x)|pd>% , 1< p<+o0, obteniéndose un espacio Banach

I Puede procederse a las siguientes generalizaciones (compatibles entre si):
# Sustituir el intervalo cerrado [a, b] OR por cualquier compacto X R de

interior no vacio.

e Partir del espacio normado Ckp""([a,b])E(Ck[al},wll[ﬂlp),, donde

L= j |f(x)|pa)(x)d>*p (integral Riemann-Stieltjes), f OC,([a,b]), siendo
)

w(X):[a b - k una funcién real, no-negativa e integrable en [a b], para
finalizar con el espacio Banach L2“([a b]) =(L8“(a #), /), donde

LP“([a, b]) es el conjunto de las clases de equivalencia de funciones tales

[a,b

que J' | T(X)|° w(X) dx < +e (integral de Lebesgue).
(4.5

-En el caso p=2, se trata de un espacio de Hilbert separable con el producto
interno

(f.o)= [ (09w dx; f gI2*(aP=Lz( ab.

[ab]

e También puede sustituirse el intervalo [a,b]0R por cualquier conjunto
compacto X ORN, de forma que Ck[a,b] pasa a ser el conjunto C (X) de

las funciones f:X ORN - k continuas definidas sobre el compacto
X ORN;  LY(X)=(LE(X),IIT,) es la complecién de CP(X)=(C.(X),I,),
1< p<+oo.
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SEMINARIO: LA INTEGRAL DE LEBESGUE ©

1) La integral de Lebesgue: presentacion.

m Dada fOC,([a b) (o, en general, una funcién real acotada sobre [a,b]),
su integral de Riemann sobre [a,b] se obtiene:

a) Realizando un particion finita del intervalo [a,b] en n subintervalos
[, %], ma=x<x<..<X_,< X =L delongitudes respectivas

A =0 XD = x-xy i01={12,...1.
b) Definiendo |7 =supA,|= supx - x _|
idl ia

c) Construyendo las sumas

> inf f(x)m y > sup f ()3, ,

i X io X %]
que representan ambas aproximaciones mediante suma de areas de
rectangulos al area total de la regién limitada por la grafica de f(x)y el eje

de abscisas.

d) Estudiando si el I|m de ambas sumas existe; en caso afirmativo y de

|7~

coincidencia de ambos valores, la integral de Riemann es, por definiciéon:

IREdex—Ilmz |nf f())ﬂ&())—llmz sup f(»m—hmz f())m

74-~0 i0 X%, %] 0T M xa W
( f(X) representa un valor de la funcién en cada subintervalo).

A4 B 4 C 4
graph of graph of f graph of f

E] bt
11999 Encyclopedia Britannica, Inc.

I Se requiere podenedir la altura def (x) en cada rectangulo, para averiguar el &rea
encerrada porf sobre un subintervalpx_,, X]; posteriormente se suman todas estas

areas y se hace tenqeat - 0 = el requisito a exigir es qué secomporte bier(por
ejemplo, que sea continua) en cuanto a su altucadarectangulo y en cuanto‘lldiaho.

(*) Cf.L. Abellanas y A. Galindo, Espacios de Hilbert, Eudema, 1987.
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¢ La integral de Riemann-Stieltjes jf da se define, mas generalmente,
sustituyendo A, por Aa, =a(x)—-a(x.,), donde a es una funcién real

acotada definida sobre [a,b]; cuando a posee derivada continua puede

reemplazarse da por a'dx, y cuando a(Xx)=Xx, se obtiene la integral de
Riemann.

m La integral de Lebesgue supone un cambio de perspectiva: el
procedimiento para su construccién se inicia realizando una particién en el
rango de valores de la funcién f :

a) Realizamos un particion finita del intervalo [rgirg]f(x),xrtrllag](f X)] en n
xa a,

subintervalos [y_,y], mmnfX)=y,<y<..<y,<y=max f(x), de

xTa b xa bl
longitudes respectivas A =A (Y, Y) =y -y i01={12,...13.
b) Definimos |71 =supA|= supy, -y, |

idl ia

c) Nos planteamos medir las bases de los rectangulos definidos por esas
alturas A, =y -y, (Y, < f(X)<y): écudl es el valor medido u(B) a tomar
en el boreliano (el significado preciso de este término se aclaraés adelante)
B =conjunto de puntos x para los que f(X) pertenece a [y._, ¥):

B={xO[al / f(¥0O[y,, Y}O[ab, O

H(B) =medida del conjunto B

c) Construimos la suma z f.(x)d(B)
B

o xd

m 2 fiB)= [ fdx=IL

d) Tomamos el limite ||
|[M-0 il [a,b]

(integral de Lebesgye

e Esta nueva integral es una extension de la de Riemann: es aplicable a
una familia de funciones mas amplia.

(En definitiva, se compensa un peor comportamiedw la funcion, que la hace no
integrable Riemann, con la consideracion de coagidiominio mas generales, a los
que se requiersdloser medibles).
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Bk Se requiere que [a,b] sea subdivisible en un conjunto de subconjuntos de
tipo mas general que los subintervalos [x_,, X] - conjuntos medibles -

poder medir los conjuntos de valores de x para los que f(x) estd
comprendido en [y._,Y) = el requisito a exigir es que f sea medible
Borel en [a,b] — teoria de la medida.

-Nota: también es posible desarrollar la integealLdbesgue sin recurrir a la teoria de la
medida.

o Medida de Borel-Lebesgue (nociones basicas)
4 Dada la familia minima de subconjuntos de R, #={B} , B OROi0l,
tal que contenga todos los intervalos (a,b) de R, los subconjuntos B se
definen como conjuntos de Borel o borelianos de R < se cumple:
i) B es cerrada bajo unién numerable: UB. 038 .

i=1
i) B es cerrada bajo complementos: (R\B)OB i.

I Existe una familia minima cuyos conjuntos son borelianos de R (ya que:

1) la interseccién de cualquier coleccidn de familias que satisfagan las dos
condiciones dadas es a su vez una familia que las satisface, y

2) la familia de todos los subconjuntos de R es una familia que los cumple).

® 3B =conjunto universal introducido para desarrollatdaria de la medidafamilia
mas sencilla de subconjuntos Betal que permite compaginar la topologia usualeobr
Ry la teoria de la integracion.

P Todo abierto de Res boreliano (es unién numerable de intervalos
abiertos); todo cerrado de R es boreliano, y en particular lo es todo
compacto; toda coleccién numerable de puntos es un boreliano (por serlo
un punto); el conjunto de puntos racionales de [0,1] es boreliano; Q y R

son borelianos; [0 es boreliano.

b Existen subconjuntos de R no borelianos (no son triviales: un ejemplo en
Apostol,Analisis matematicq. 370, ejm. 10-36).

4 Dado un boreliano B U$B, se define su medida de Borel-Lebesgue, u(B),
como w(B) =iArél/: I(A), donde A es la clase de todos los abiertos que

contienen a B,

Az{ADR /A:O(q,t}), (@,b)n (@, p)=0 sik j BJ /}\,
y I(A) es la longitud de A, definida segun
|(A):i|q—q|s+oo.
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€ Un conjuntoB O R poseemedida nulasi Og >0 O un recubrimiento numerable de
B por medio de intervalos abiertos tales que la sdenaus longitudes sea menor que

£:0e>0/B0O(J(a h) siendo) | -g|<e, card N<O,.
iCN iON

» BOB = u(B)=inf{u(A / Aabiertg BJ A.
» BOB = u(B)=sufu (C) / Ccompacto, C § .
»Dado{B} B nB,=0 si nz m= u{J B)=3 u(B) (o-aditividad).
m Ejemplos: l 1
-u(0)=0
- U(R) = oo
-u((@b)=u(ah)=u(ath)=ulabh=|b f
- {((a, +)) = p((-,a)) = y([a +)) = u((-, &) =
- p{x0QOx0[0,1})=0
=

-card B<[, E H“(B)=0

-M densoen R, M =R %{,U(M):oo; por ejemplo: u(Q)=0
-0 borelianos de medida nula no numerables (ejm: ternario de Cantaor cf.
Abellanas-Galindo, ejemplo 3, p. 69)

o Funciones medibles Borel o borelianas

4 Una funcién f:R - R es medible Borel o boreliana -~ [OBO%B se tiene
f(B)OB.

% Una funcién f:R - RO{+e} O{-} es medible Borel o boreliana -
OBOSB se tiene f(B)YOB, fO(+0)OB y TV (-00) OB

& Una funcién f:R - C es medible Borel o boreliana - Ref e Imf son
borelianas.
» Sean f g R -~ R borelianas= f+g, Af OAOR , fg ,|f| y fog son

borelianas.

» Criterios:
e f:R - R es medible Borel- f™{(a,b)} 0% Oab.

e f boreliana OnON y f ()0 OTH f(X) = f boreliana.
e f:R - R es medible Borel= {x: f(x) <3 0% Ob.
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o Integral de Lebesgue

4 Dada f:R - R tal que f es acotada, borelianay f(x)=0 OxOR, se
define su integral de Lebesgue sobre R como

[t dx=lim X,(f),

R |70

donde

mooinf f()=y,<y<..<y,<y= sup f(X

f(x)OR( 1) f(x)OR( 1)

representa una particién del recorrido de f y

(025 st 10 W)+ ot e D).

A

set of x for which f{x) lies inside the slice
£ 1999 Encyclopzaedia Britannica, Ine.

> Notas:

® La suma zn(f) es una aproximacién inferior al area encerrada por el
grafico de f y el eje OX.
] realizamos wuna particion 7' mas fina que 7, entonces

Si
2 ()22 ().

® Generando la sucesién{zn (f)} de particiones cada vez mas finas, esta
n nON

]
sucesion, monotona no decreciente, tiene un limite, el cual puede ser finito
0 no. Por definicidon, este limite es la integral de Lebesgue de f sobre R.

[La anterior definicion puede ir sucesivamente aamglose, definiéndose la integral de
Lebesgue para funciones borelianaz,0, no necesariamente acotadas; funciones

reales borelianas (no necesariamenté B0 ni acotadas)..hasta llegar a la definicién
para una funcién boreliana integrable Lebesgueawemtinuacion].
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# Dada f:R - R boreliana, es integrable Lebesgue sobre R,
fOL(R) - j|f| dx<+co, donde |f| =f,(X)+f(x, f(X =max{ f (x),(} >C
R

y f.()=max{-f(x),d = 0. Su integral de Lebesque sobre R se define
entonces como el valor finito jf dx=j f, (X dx—j f(xX d.
R R

R

€ En particular:

# Dada f:B - R, se define como boreliana sobre B cuando la funcién
F(X) ={(§(X) 28 es boreliana (esto es, lo es sobre R).

® Dada f:[ab] - R boreliana, es integrable Lebesgue sobre [a b,
fOL([ahb]) = la funcion F(x)={cf,(x) oee es tal que FOL(R),

b
definiéndose su integral de Lebesgue sobre [a,b] como If dx=j F dx.
a R

® Dada f:B - R, BO®B, boreliana, es integrable Lebesgue sobre B,
fOL,(B) = la funcion F(x)= f(X) xs(X, donde x, representa la funcién

caracteristica para B, x5(X) :{f) 2x® , es tal que FOL,(R), definiéndose su

integral de Lebesgue sobre B como J'f dx:j F dx (si B es un intervalo, finito
B R

B
0 no, de extremog y [, se representz{zj también)
B a

® Dada f:B-C,BO%B, f=u+iv, boreliana, es integrable Lebesgue
sobre B, fOL.(B) = la funcién |f|OL;(R), definiéndose su integral de

Lebesgue sobre B como I f dx=J'u dx+ ij v dx .
B B B
-Nota: La mayor parte de los resultados sobre iatégn de Lebesgue para funciones

reales pueden extenderse a funciones complejasiosigssualmente suficiente escribir
f =u+iv y aplicar el resultado en cuestiéon a las funcioresles u=Re(f) y

v=Im(f). Por ello, a partir de ahora, salvo que sea preegpecificar, se usara la
notacionL; (B) = L' (B) .

o Propiedades

» Sean f,g:R - k, borelianas. Entonces:
e f,gOLR)=af+Lg0L(R) Oa,B0k (L, (R)es espacio lineal sobre k).

N j(af + Bg) dx=ajf dx+ﬂjg dx Oa ,B0k .
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[f dx{sjm dx Of0 L R).

oSi fOLM) y|glsf = gOL(R).
e Sean f,gOLL(R), con f<g :jf dxsjgdx.
R

R
b

[f d%s M|b- 4,

a

e f acotada en [a,b] = fOL'([a b]), siendo

M = sup|f ] .
b
m Ejemplos:

e Toda funcion continua en [a,b] es integrable Lebesgue sobre [a, b :
C.(al)OL(ah).

s f(X=xX"0L(R).

* xo(% ={f s 6o definida en [0,1], es integrable Lebesgue, x, OL'([0,1])
(nota: pero no es integrable Riemann)

m La integral de Lebesgue es mas amplia que la de Riemann:

4 Propiedades satisfechas casi por doquibado AOR, una propiedad P(X),

dependiente del punto x[A, se verifica casi por doquier o casi doquiera
(notacién: c.d.) en A < el subconjunto de puntos de A en que no se
verifica es un conjunto de medida nula.

B Criterio de Lebesgue Dada f:[a,b -~ R, acotada, f es integrable
Riemann sobre [a,b] = f es continua c.d. en [a,b] (cf. Apostol, p. 208ss.).

Pk Existen funciones acotadas y discontinuas en todo punto que son
integrables Lebesgue (ejemplo: x, ).

» Dada f:[ab] - R, acotada, f es integrable Riemann sobre [a,b] =

1) fOL(ab]) (es decir, f es integrable Lebesgue sobre [a,b]); el inverso

es falso.
2) Ambas integrales coinciden.

Bk Sea f:B - R, boreliana. Entonces:

® Si f no es acotada en B , entonces puede existir la integral de Riemann
(impropia) y no existir la integral de Lebesgue (Ejemplo: B=(0,1] vy

f(x) :lser&) (cf. Abellanas-Galindo, p. 64)
X X
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# Si Bes un intervalo infinito (semirrecta o recta real), entonces:
a) O integral de Riemann de |f| = O integral de Lebesgue de f vy
coinciden.
b) 0O integral impropia de Riemann de f vy |f| no es integrable
Riemann = f no es integrable Lebesgue.

sen X sen X

(Ejemplo: f(x) = admite la integral impropiej'_ﬂo dx=7r, obtenible

sen
X
maodulo no se producerompensacionesf. Abellanas-Galindo, p. 65).

- . - +oo
mediante residuos, pero la mtegjal

de no es finita, ya que al tenerse el

4 Dados f:B -k, boreliana, y pOR, 1< p<+owo, definimos f como
p—integrable Lebesgue en B, que notaremos f OL}(B)=L"(B,

o JIF" dx < +eo
B

@ BIBLIOGRAFIA ( )

4 (*) L. Abellanas y A. Galindo, Espacios de Hilbert, Eudema, 1987.

4 T.M. Apostol, Andlisis Matematico, Reverté, 1976.

4 G. Helmberg, Introduction to spectral theory in Hilbert space, North
Holland, 1969.

4 A. N. Kolmogérov y S.V. Fomin, Elementos de la teoria de funciones y del
analisis funcional, M.1.R., 1975,

4 P. Roman, Some modern mathematics for physicists and other outsiders,
vol. 1, Pergamon, 1975.

4 G.E. Shilov and B.L. Gurevich, Integral, Measure & Derivative: A unified
approach, Dover, 1977.

FIN DEL SEMINARIO

© m.c. Bosca, U. de Granada 10



ESPACIOS FUNCIONALES

m Espacios funcionales de Banach  L°, L”

. 1
o Espacios normados L

E El conjunto L. (R) =L'(R) es un espacio lineal, sobre el que la aplicacién

], = J'|f(x)| d>+ fOC (R), donde I simboliza la integral de Lebesgue, no
R

genera un espacio normado, debido a que el axioma 1 de la definicién de

norma, |[|X|=20< x=0, no se satisface, ya que dos funciones

f,, f,0L.(ab]), f,#f,, pueden ser tales que J'| f,— f,| dx=0 (por ejemplo, dos
R

funciones que difieran de valor sélo sobre un auojale puntos de medida nula)
-Nota: en particularR puede sustituirse por cualquier boreliagdal R ).

€ Dadas dos funciones f,, fZDle([a, b]), se definen como iguales casi (por)
doquiera o iguales c.d., (f 2f,), cuando u{x:g(x= f(¥- £L(R=0})=0,
donde u simboliza la medida de Borel-Lebesgue.

» Dos funciones f,, f,0L% ([a b]) son iguales c.d. = j| f,—f,| dx=0.
R

B La irrelevancia, a efectos de integracién (Lebesgue), de los conjuntos
Borel de medida nula, sugiere ampliar la familia de funciones integrables
incluyendo en ella funciones que, incluso aunque no sean estrictamente
borelianas, sean iguales c.d. a funciones integrables, es decir, a funciones

que pertenecen originariamente a L. (R) (cf. Abellanas y Galindo, p. 60).

# Dada una funciéng:R - k, gOL'(R), si existe otra funcién f:R - k,
boreliana y fOL'(R), tal que f =g (son iguales c.d.), convenimos en

. . . 1 . e
ampliar el espacio lineal L (R) incluyendo esa funcién g.

4 Dado el espacio lineal ampliado L'(R) =L'(R), se define el espacio L' (R)
como el espacio cociente L'(R)/R, donde R representa la relaciéon de
equivalencia R="ser igual c.d.”, definida en L'(R) ampliado.

o Es decir: L' (R)=L"(R)/R={C, ={ f} ={g0L'(R) : gRf~ g= fcd},
conjunto (espacio lineal) de las clases de equivalencia.
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% Obtenemos asi el espacio normado (L' (R),||-[,), donde se ha tomado
para dos funciones f £g, la f originalmente en L'(R) y la g incorporada

tras la ampliacién realizada, que ||g||l=||f||1=j| f(x[dx, por definicién
B
(usualmente se elige como representante de Ia{cfa}se en su caso, la funciéon continua o, mas

generalmente, la boreliana).
4 Definicién analoga sustituyendo R por cualquier boreliano.

Pk Propiedades:
® (L' (R),||-|,) es un espacio normado completo o espacio Banach.

® (L' (B),|-],) es un espacio Banach.
e C.(ab]) es denso en L, ([a,b]), esto es, L, ([ab) =Cj([aB) (aeste respecto,

consultar la nota en la pagina siguiente paradpipdad analoga el ([ a, b]) ).

» (L. (ab]).IlOy) es la complecion de (C,([a, b]).II})

-Notas:

1) Los elementos de L' son clases de equivalencia de funciones, C, E{ f} )Y
no funciones.

2) Dos funciones iguales c.d. pertenecen al mismo elemento de L' .

3) Carecen de sentido, entonces, afirmaciones del tipo “f €L posee un

valor dado en un punto”, ya que, por ejemplo, carece de sentido hablar del
valor de C,={f(X¥)=cos} 0L (0s7])en un punto x,0[0,77], pues otras

cosx Six# %
a#cosxy, Six=x !/

funciones, como g(x) :{ también pertenecen a { f} .

4) Sin embargo, y abusando del lenguaje, se suele llamar funcién a los
elementos de dicho espacio L', identificAndolos, de existir, con el elemento

de cada clase {f} gue es continuo (el cual, cuando existe, es Unico).
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o Espacios normados L"

E El procedimiento seguido para L' puede generalizarse para L°,

1< p<+too:

® Partimos del espacio lineal L°(B).

® Incluimos en la definicidon de funciones p-integrables Lebesgue en B las
funciones g:B - k para las que Of boreliana tal que:

1) fOLP(B), esto es, f es p—integrable Lebesgue en B, y
f - g" dx=0.

2) f £g, definida ahora la igualdad c.d. comof £g - J'
B

® Ampliamos asi el espacio inicial obteniendo otro espacio lineal L°(B) cuyos
elementos son clases de equivalencia de funciones.

® Obtenemos finalmente el espacio normado Banach (L (B),|-|,), donde se

ha tomado para dos funcionesf2g que ||g||p=||f||p=

j|f(x)|"d+j, por

definicion, teniéndose para ellas | f —g||p =0 (de forma que ambas forman

parte del mismo elemento C, ={f}OL’(B) o correspondiente clase de
equivalencia).

P Propiedades:

® (L’(R),|-[,) es un espacio normado completo o espacio Banach.

® (L"(B),| - [l,) es un espacio Banach.

e C,.((ab]) es denso en el LY ([a,b]), esto es, L’ ([a, b)) =C{([a ) .

-Nota: Obsérvese que, mas rigurosamente, y atemésdal enunciado del teorema

de complecién, esta propiedad deberia enunciame:dtﬂLi([a, b]),|| ,), norma
segun integral de Lebesgue, contiene un subconﬁi@({a, b]) denso en él y tal

que el espacic(CkO([a, b]),ll [l,), norma segdn integral de Lebesgue, es isomorfo

con el espacio original no comple(@k([a, b]),||[|]p), norma segun integral de
Riemann”. O sea, se estan identificardg( a, b]) y su imagenC,,([ a, b]) segin
el correspondiente isomorfismo.

» (L2 (a,b]).IlOl,)es la complecién de (C, ([ b]).II,).

@ También puede generalizarse a RN, mediante la apropiada
extensiéon de la integral de Lebesgue, obteniéndose los espacios

L°(RN) (la medida de una celda [a,b]*[a,b]xx[a,h] se define
como el producto I(a,,b)xI(a,,b,)x...xI(a,,h,)).

© m.c. Bosca, U. de Granada 13



Bk Teorema de Fubini 1: Dado BOR, subconjunto medible Borel; dada
K(x y): Bx B- C, borelianak OL*(Bx B, y definidos

hx(X)=[j|K(x »de}z ; hy(y):(ﬂK(x »Fdsz ;
I1=jf(xB)(jK<x,y>g(»dyd>, B
lfzg(y)(ZK(xy)fM dy dy, con f,gOL*(B);
entonces:

e h OL*(B) , hOL*B), |, <+ « |,<+0;

2
o [0 = [JIKO D dY DK, o
B B

*[n,

o |, =1,.

2
L2(B)

2
JYKO D a3 dy= (K] g
B B

B Teorema de Fubini 2: Dados M ORM y N ORN, subconjuntos medibles
Borel, m, n>1; dada f(x,y):MxN - C, boreliana, y definidos

L = [ (JIF [ dny) dmx e 1y, = [(]|f (x,y)|dm¥) dvy, entonces:
M N N M

® |, <t o |, <+oo;

el,, ol (y, portanto, las dos) son finitas - fOL"(M xN), teniéndose
entonces j(jf(x,y)dny)dnxzj(j (xyadxdy j € x)y d xd.
M N N M

MxN

= Espacios funcionales de Hilbert L%, L2,

B De todos los espacios de Banach (L".||-| ), tan sélo el caso p=2 es un

espacio euclideo: tan so6lo para p=2 la norma cumple la ley del
paralelogramo, permitiendo derivar un producto escalar via la identidad de

polarizacién, el cual a su vez retorna la norma a partir de | f|=+/(f,f).

» El espacio(l’ (B),<,>), con <f,g>:J' f () g(Xdx O f, g2, es un Hilbert
B
separable (medida de Borel-Lebesgue).

B & Una generalizacidén posible para este espacio se obtiene introduciendo
la medida de Lebesgue-Stieltjes, que nos permite obtener los espacios de

Hilbert (L’ (B),<,>). En estos apuntes, sin entrar en mas detalles,
consideraremos el espacio lineal L2(B), o espacio de las funciones f:B - k

2 - 4 -
tales que J'|f| wdx<+oo, siendo w:B - R una funcidn real, denominada
B

como funcién peso, tal que W:R - R, W(3 :{g'<x> S0P cumple:

© m.c. Boscé, U. de Granada 14



1) W#0; W(X2 0 01 E 2) WOL'(R), 3) Do >0 : [ed W(X) dx<eo;
R

sobre este espacio se construye el espacio de Hilbert (L2 (B),<,>),

mediante la definicion del producto escalar f, g J' f*(X)g( Xa( R d».

Nota: estas condiciones garantizan la existencia de.lpolmémicas de(Li(sop W),<,>)

obtenidas por ortonormalizacion t{e(”}zo, sopW(z) = {x e DW)/W(zx)= O}, 0 sea:

{Pn(x)WyZ( )9} es b.o.n. déL” (sop W), <,>) (vease Abellanas-Galindo pp. 113-114).
n=0

b El espacio (L";(B),<,>) es un Hilbert separable (medida de Lebesgue-
Stieltjes).

1 1
B f=gw2012(B) = g= fw 2012(B) (lo que permite establecer un

1

isomorfismo, ya que || f |l,=|| gw?2|l, =l 9ll,)-
E Casos que consideraremos primordialmente:

B=[ab|, con ~o<a<bs+o.
¢ & Todos estos espacios de Hilbert, por ser separables, poseen base
ortonormal numerable, B={q}nm, card I<,. Su conocimiento tendra
entonces una aplicacién practica directa, el permitir abordar el problema de
la aproximacién de funciones (vectores) del espacio L’ (B) mediante su
desarrollo en serie (aproximacion en la norma o cuadratica):

m

Oe>0 On()ON / d(f,fm, )<e, donde fim => (e, f)e v

prox aprox
n=1

d2(f, tm) =| f -t

'+ Taprox apro

m 2
:J' ‘ f=> (e, f) e,‘ dx< £2 , teniéndose
B n=1

(e f)e|

n=1

|1

aprox

0070 = lim

m- oo
B

=0 = f=3 (g he

ncJl

(expresiones analogas EZ[](B) , Sin mas que afadir la funcidn peso en las inkegjra

= Bases polinémicas en los espacios L%, L,

B Grosso modo: Puesto que L?([a,b])=C/(a ), toda funcién de L} ([a,b])

puede aproximarse por funciones continuas (aproximacion cuadratica: toda
funcion de cuadrado integrable Lebesgue es limite de una sucesidon de
funciones continuas). Y como toda funcién continua en un intervalo
compacto es aproximable por polinomios (segun el teorema de
aproximacion de Weirstrass, aproximacién continua, norma del supremo:

los polinomios son un conjunto denso en Ck([a, b])), toda funcion de L’ (B)es
aproximable por polinomios.

© m.c. Boscé, U. de Granada 15



E En definitiva, vamos a emplear bases ortonormales polindmicas en estos
espacios de Hilbert, lo que sera posible merced a los teoremas:

» Dados [a,b], a y b finitos, y A={x}"_, entonces = W:LZ([a,b])

1 d[(x-3g(x BT

» Dado P (x) = "

, 0snN<ow,

con =
s J(@n+1)

1) P, es un polinomio de grado n, y

1
(b-a)"20R, elegido de forma que |P,|=10n, entonces

2) {P,}", es la base ortonormal numerable de L?([a,b]) que se obtiene

aplicando el método de Gram-Schmidt al conjunto A={x}"

n=0 "

B Esquema de su construccién (cf. Helmberg, pp. 55ss.):
# Caso a y b finitos: partimos del conjunto linealmente independiente

numerable A={x}" ,

ejemplo: Gram-Schmidt) se obtiene un conjunto ortonormal numerable S
con la misma envolvente lineal, [S]=[ A, la cual es, por tanto, densa en

a partir del cual por un método apropiado (por

L2 ([a, b]), esto es, S es una base ortonormal numerable (b.o.n.) del espacio
H =L2((a,b)
1 d"

X =1)": |
n!2" dx“( ) @

> polinomios de Legendre: [ab]=[-1+1, P/(x) =

b.o.n. viene dada por {e (%} E{Pn(x) =4 n+% R( X}
(IP)|= /=== #1: [P, =1 On)
T\ neg T T T '

# Casos en que a o b, o ambos, no son finitos: se generaliza el
procedimiento anterior, ahora en el espacio L, de manera que la

introduccién de la funcién peso «(x) permite considerar a w'?x" como
perteneciente al espacio L* (la base obtenida ahora, estrictamente hablando,
no serd polinémica, por la presencia del factor w"?):

> polinomios de Hermite: [a,b] = (w0, +%0), w(x) =€, espacio L?(R),

> 00

Hn(x) :(—1)nex2c?_xn e—XZI |a b.O.n- es {en(x)}::o = Ll Hn()O
(n12"Jm)? .
 polinomios de Laguerre: [a, b] =[0,+0), w(X)=¢e*, espacio L2([0,+)),
_1,d o _f -3 °
L.(X) = n!ex ™ (e*X), lab.o.n. es {e,(X} {e L ( ))}nzo
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mBases trigonométricas en el espacio L ([ a, b])

B En el espacio L’((ab]), -o<a<b<+w, existen bases ortonormales

numerables constituidas por funciones trigonométricas (bases de Fourier o,
en particular, de senos y cosenos):

e 4 Denominaremos como polinomio trigonométrico una expresion

n
Z(akcoskx+ﬂksenk>9, la cual, segun la férmula de Moivre,
k=0

€™ =cosnx+ idsemx= (cos¢+ iJ sex!, puede expresarse como

Z(ak coskx+ f3, selkx F z a3, (cox") (sex ¥ Z y, &, donde

r,s=0
1 .
E(ak_llgk) k>0
Y =1 4, k= (.

(@ +ih) k<o

e En definitiva: un polinomio trigonométrico no es sino una combinacién
lineal de elementos de uno cualquiera de los tres conjuntos:,

{eff)}::O :{ékx}z_w , {eff)}:() {coskx, serk}_ {ef)} {(cosx) (serxs}

® Para los polinomios trigonométricos es valido un teorema analogo al de
Weirstrass para los polinomios usuales, de forma que Of DC([—77,+7T]) se

tiene que es aproximable (convergencia en el sentido de la norma del
supremo) en términos de ellos. Consecuentemente, es posible obtener una

base ortonormal numerable: {iei”x} es b.o.n. de L*([-77,+7]).

Vo

e Mas generalmente, puede elegirse cualquier intervalo [a,b|, con a<b,

2nnx

ambos finitos, teniéndose que {——e€ es b.o.n. para L*([a,b|); si,
{ a }n— 00 [ ]

en particular, el intervalo es de longitud b-a= 2 (por ejemplo: [—7T, +7T] ,

[0,277], etc.), entonces se tiene la b.o.n. del apartado anterior.

e También es posible elegir una b.o.n. de senos y cosenos:

{\/_ [ 2 Wb 4 24l Tb- #} es b.o.n. de L*([a,b]) y

comx} es b.o.n. de cualquier intervalo con [b-a = 2.
n=1

Semx;

{Jﬁf Tr
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E Nota: La serie de Fourier de f (desarrollo en la base de Fourier) converge a f

en norma, pero no necesariamente punto a punto
(cf. Abellanas y Galindo, p. 113)

E Nota (teorema de Dirichlet): Dada f DLZk([a, b]), bien de variacidén acotada en

[a, b] (es decir, cumple que O particion 77 de [a, b] ,Ta=x <Xx<..<Xx < x=h
0OM =0 tal que Z|f()g)— f(Xi_l)|s M ; toda funcién continua en [a, b] y con
i=1

derivada acotada en (a, b) lo es), bien acotada y mondtona a trozos en [a, b] = la

serie de Fourier converge puntualmente en [a, b] al valor (cf. Abellanas y Martinez,
p. 117):
1) f(x) si f escontinuaen x, Ox O ]a,k{ ;

2) %[f(x+0)+ f(x-0)] Ox/Of(xt0)= lim f(xte) ;

y 3) %[f(a+0)+ f(b-0)] , x=ab /O f(a+ 0), f(b- 0).

m Tablas

Espacio de Hilbert  Boreliano (B) Conjunto lin. indep. Base ortonormal {e |22 ; Relacién de orfonormalizacién en L2(B) Base ortonormal {e, }52, en L?(B)
separable () Func. peso w(z) aortonormalizar en L?(B) numerable en L?(B) Ine @l lawla)de = 0. Jpe@enla)de =6
| e e e ef = +/n T 1/2P,(z) 21 Pa(@)Prn(@)de = 52560m en(@) = y/n + 1/2P,(z)
w(z) =1 P,(z) = polinomio de Legendre Po(z) =1, (n+1)Pri1(z) = (2n+ 1)zPy(z) — nPr_1(z),
g 2
Pu(mi= CDT (e Po(=2) = (~1)"Pu(z), (1-2%)25E 95958 4 n(n +1)Py(x) =0
H = L?[0,00] B =0,0] {aZese2Lol G T e =0 () [5en e (@) L )dn —6nm en(z) = e /2Ly (z)
g = ® Ly(z) = polinomio de Laguerre Lo =1, (n+1)Lpp1(z) =(2n+1—2)Ln(z) — nln_1(z),
Ln(a) = e” foe(e"a") S5+ (-0 B2 nla(s) =0
o g o
H = L3(R) B=R I C N &= b () [ e Hy(2) Hm(2)dz = /T2 o m  en(a) = Wﬁm(z)
w(z) = e’ H,(z) = polinomio de Hermite ~ Ho(z) =1, Hpy1(z) =2zHn(z) — 2nHy_1(z), n>1

" 2

Hy(z) = (—1)re” Lo

Ho() = (-1)"Hu(—s),  LHee) _9p8H0) 4 onp, (2) =0

H = L*([a,8]) B =[a,b] PR — (et (ehz =l W Peemile, i smitils
o —2 — 1 Dytoo  _r 1 ingy+oo @hes il T ork 1 nkalte
a=2r (=) (el el (D)2 ={k (fRoosks, \[Leinka}s

Convergencia en norma Vf € # : f =3, (en, ) en < limnyeo| |[f — Y0t glen, ) enl| =0 Ve >0 Ime N: [p|f(z) - z""z(eo)

H=LXB) = [plf@Pde=]IfIP =%, l(ex, ) con len,f) = [per(a)f(x)dz

f=gul? e IA(B) & g = fu' 2 L4(B)
TABLA 1 (general)

(© M.C. Boscéd y E. Romera, Univ. Granada.

1 1
f=gw2012(B) = g=fw 2012(B)
TABLA 1 (general: aparece? (B) y L2 (B))

© tablas M.C. Bosca y E. Romera, Univ. de Granada.
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epeuels ap ‘N ‘easog ‘DN @)

6T

—=2/2

I3 o Bl Hf@)ds — A2 tlem  eaft) = i mmmiln(a)

H=L®) B-R e tm, cH ()
wiz) = e H,(z) = polinomioc de Hermite

Hn(‘r) = (71)n612 f:n €

— &

2

Ho(z) =1, Huopi(z)=20Hu(z) —20Hy a(z), n>1

Hy(a) = ()" Ho(—a), L0 _0pdH0) 4 onp () — 0

Convergencia en norma Vf € H: f =3 {en, f) en < limp ol |[f — 30 ilen, flen]| =0 ¥e >0 Ime N: [, |f(z)— 30

2 con len,f) = [pen(z)flz)dr

H=1B) = [plf@)?de=||* =32, len: F}
F=gw'?c2(B) = g=Jw V2c LE(B)

© M.C. Boscad y E. Romera, Univ. Granada.

TABLA 1 (general) Gablas M.C. Bosca y E. Romera, Univ. de Granadd.

mle) en, fen|?ds < €2 con {e, 12, = bon. de H
n=0

TABLA 1 (general)




epeuels ap ‘N ‘easog ‘DN @)

0¢

—=%/2

(e =Y, Y en = Gize /s tin(2)

H=I}®) B=R

J12 e Hu(2) Hin(2)dz = /720100 m

Hn(m) = polinomio de Hermite

Haln) = (-l Lo

'HO(Q:) = i Hw+1(.9;) =2z, (x) — 2ni, ,1(.9;), n>1

B = De(u), E gt o e~

Convergencia en norma Vf € H: f =3 (e, ) en = limy_oo||f — 30 plen, flen|| =0& Ve >0 Ime N: [o|f(z)— Zz;(g(en, Fen|?da < ¢ con {e,}5; =b.on. de H

H=IXB) = [plf@Pde=]IflIF=3.NenR)I" com  fenf) = [pen(z)f(a)de
FeL}B) & fu'/? e LL(B)

© M.C. Boscs v E. Romera, Univ. Granada.

TABLA 2 (sin funcién peso explicita) @blas M.C. Bosca y E. Romera, Univ. de Granada.

TABLA 2 (sin funcién peso explicita)




epeuels ap ‘N ‘easog ‘DN @)

T¢

Ho = L2(R) B=R {1y e el = Gy Hn(o) 2 e Ho (@) Hn(z)da = /52" l0n m
wiz) =" H,(z) = polinomio de Hermite  Hp(z) =1, Hpp1(z) = 20 H,(z) — 2nH, 1(z), n>1

Hy(z) = (-1)"e Lo’ Bl =i(— LR E ), %ﬁ 20y onH (2) =0

Convergencia en norma ¥g € He 1 g = 3., (€%, gl €% < liMn_iool|g — Y ol62, 0)w €2]]w =0 & Ve >0 ImeN: [,|glx) — Z,T:(B) (e, g)w e¥|2dz < €% con {222 = b.on. de H,,

Ho=L5(B), g€ Li(B) = [plo@@)Pw(z)dz =||g|l; = X, lex, 9)ul®  con (k> e = [pen” (@)9(e) w(z)da

g=fw 2 c[2(B) & f=guwV? c I’(B)
TABLA 3 (sélo con funcién peso)

(© M.C. Bosca y E. Romera, Univ. Granada.

TABLA 3 (sélo con funcion peso) @blas M.C. Bosca y E. Romera, Univ. de Granada.




