TEMA 0: REPASO ALGEBRA
METODOS MATEMATICOS

ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES LINEALES

Profesora: M2 Cruz Bosca

1. ESPACIOS LINEALES

1.1. Espacio lineal L sobre un cuerpo (conmutativo) A\

4 Un espacio lineal (o vectorial) L sobre un cuerpo conmutativo (A, +,Dles una terna
(L,+,») donde:

Ax. 1. L es un conjunto no vacio, L #0].

Ax. 2. (+) es un ley de composicién interna LxLOTL L.

Ax. 3. (+)es una ley de composicién externa AXLOTH L.
Ax. 4. (L,+) es un grupo abeliano, esto es:
-Ax. 4.1. X+(y+2z)=(x+y)+z 0x,y,zOL (propiedad asociativa).

-Ax. 4.2. [ ellL / e+x=x+e=x OxOL (elemento neutro).
-Ax. 4.3. [OxOL O-xOL / x+—-x=-x+x=e OxOL.
(elemento opuesto o simétrico).

-Ax. 4.4. X+y=y+x [X,ylUL (propiedad conmutativa).

AX. 5. qa«(x+y)=a-x+a-y OaOAN 0Ox,yOL (propiedad distributiva de ()
respecto de (+)).

AX. 6. a+(f-xX)=(aP)x Ua,FON OxOL.

Ax. 7. (a+f)x=asx+ [x Ua,fUN UOxUOL (propiedad distributiva de la ley

“suma” (+), AXAOTH A, respecto de la ley (¢)).
Ax. 8. &+X=X [XOL (& es el elemento neutro de la ley “del producto” () en

A, AxANDOELA),

» Propiedades:

a) a.e=e Oa A

b) cex=e XL (& es elemento neutro de la ley (+) en A)
c) —X=-&x OxOL

d) asX=Qsy, dZE = X=Yy

e) X+y=X+zZ = y=12

f) QeX=[X, X2 = a=p0

g) O+X=€e —> a=& 0X=e
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» Notacion:

e XLIL »» “vectores” »» letras latinas (en libros de texto X o X ).

e AlUN »» “escalares” »» letras griegas
o X »» aX

e \»» k donde k=R o k=C
s C»>» 6 (00) ; E»» 0; €1>>>> 1

 Operaciones con conjuntos
4 Sean AL yB[L subconjuntos de L, entonces:

a) Suma de subconjuntos: A+ B={ZDL rZz=x+y, XxUA,yl B} 0L

b) Producto de subconjunto por escalar: aA:{ZD L :z=ax, xU A} 0L

(Nota: 2AZ A+ A)
c) Producto de /\ por un subconjunto:
AA={zOL : z=ax, aOA,xOA OL=|JaA

alN

d)A-B={z0OL : z=x-y, xOA,yOB} OL

e) Producto de subconjuntos: Ax B ={(X, y) : xUOA, yO B} OLxL
f) Complementario de un subconjunto A respecto de otro B:
B\A={xOL : xOB,xOA OL

g) Complementario de un subconjunto A respecto de L:
A°=L\A={xOL : xOA OL

1.2. Subespacios lineales

» Subespacio lineal M <L

4 Un subconjunto M O L no vacio, M #[J, es subespacio lineal de L sii posee
estructura de espacio lineal.
e Notacion: * M es subespaciode L” »» M <L

5 Un subconjunto M O L, M #0, es subespacio linealde L, M <L,
= Ua,fUONA, Ox,yOM : ax+Gyl0dM.

» Propiedades

a) L<L, {E}<L TOM OM <L .
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b) M <L, nOl = ﬂMn <L , donde | representa un conjunto de indices.
ndl

(Nota: en general, UMHXL ).

ndl

n
c) Sea {Mi}in:l , NN, un conjunto de subespacios lineales de L = ZMi <L.
=

d)sea M<L = > axOM OnON,Ox,.. x,0OM

i=1

(Nota: todas las sumas Z de este sumario son finitas).

» Envolvente lineal [S]

4 Dado un subconjunto S L,se define su envolvente lineal, [S] , como el conjunto
de todas las combinaciones lineales de sus elementos:

[S]={2DL 1 z=) ax, OnON, Dal,..anD/\,Dxl,..anS}.
i=1
e Denominacién: S es el conjunto generador de [S] .

» Propiedades

a) [S] <L
b) [S] es el menor subespacio lineal que contiene a S.

c) [S] =ﬂMy , donde {My}yljl representa el conjunto de los subespacios que
al
contienen a S.

1.3. Suma directa de subespacios lineales

P Sea {Mi}in:1 , NON, un conjunto de subespacios lineales de L, M, <L, i=1...,n.

L es suma directa de{Mi}n L=M,0O---OM_, si

i=1 '
OxOL @ Ox0OM,,...,x,0M, tal que X=) X
i=1

(Nota: el signo ! indica que la descomposicion es Unica).

» Dados M; <Ly M,<L, entonces
L=M,0M, = L=M,+M,y M,nM,={0.
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» Dados M, <L, i=1,...,n, entonces
L=0Y M, =M,0--0OM, = L=>M, y M,nM,={T Dizj.
i=1 i=1
» Dado M, <L = OM,<L : L=M, 0OM, (al menos, existe siempre uno).

4 Complemento lineal: Dado M <L, se define un complemento lineal de M en
L, o subespacio complemento de Men L, como un subespacio lineal
M'<L : L=M 0O M " (no coincide con su complementario respecto a L).

B Todo M <L posee al menos un complemento lineal en L (no necesariamente
anico).

1.4. Suma directa externa de espacios lineales (espacio
suma directa)

4 Sean dos espacios lineales L1 y L2 sobre el mismo cuerpo /\, y sea el conjunto
L=LxL, :{(Xl, X,) X, 0L,, x,0 L} . Se definen las dos leyes de composicion:

1) interna (+),

(LxL)x(LixL) OTs(LyxLy) o (XXt (YuY )= XY X5ty ),
006, %), (1, y2)O (Lyx Ly).

1) externa (),

Ax(LxL) DT (LxL) & as(x,.X,)= @x,ax,) DaOA O&x,)0 €xL,.
Entonces (L,+,») es un espacio lineal, denominado como el espacio suma directa

externade L; y L, (L=L 0OL,).

1.5. Dependencia e independencia lineal. Bases de Hamel.

4 Dado un subconjunto finito S={Xl,...,xn} UL de vectores de L, se define como

n

un conjunto linealmente independiente sii Ua, UN : (Zapg =0 = oa=00).
i=1

4 Dado un subconjunto infinito (numerable o no numerable)S={X1,...,Xn,...} UL de

vectores de L, se define como un conjunto linealmente independiente sii todo
subconjunto finito de él lo es.

4 SO Les un conjunto linealmente dependiente si no es linealmente independiente.

» Propiedades

a) Un conjunto linealmente independiente no puede contener al elemento nulo 0.

b) En un conjunto linealmente dependiente al menos un vector es combinacion lineal
de los restantes.

c) A linealmente dependiente con ALl B = B linealmente dependiente.

d) B linealmente independiente con ALl B = A linealmente independiente.
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e) Dado S={X1,...,Xn} [] L linealmente independiente, se tiene que

n

Zn:aixi =Y 8% = a =4 0Oi.

i=1
<4 Generadores: Sea M <L. Se dice que S Les conjunto generador de M si
OxOM x=Zn:ai>g, a UN,x0S,n0N.

4 Bases Iinela:ies o de Hamel: Sea B L. Se dice que B es base lineal o de
Hamel de L sii B es linealmente independiente y [B] =L.

» B es base lineal o de Hamel de L sii B es un conjunto linealmente independiente
maximal, esto es, )ﬁB' B, B'#B, tal que B' sea linealmente independiente.

» [B]=L = OxOL :x=>ax, a0A,x OB 0 ,nON finitc.
i=1

» Propiedades

a) L ¢{6} L al menos una base de Hamel.

b) Dado un espacio lineal L, todas sus bases lineales poseen el mismo cardinal (es
decir, el mismo numero de vectores).

c) Dados un espacio lineal L y una base lineal B del mismo, la descomposicion

n
x=>ax, aON,x 0B, nON, es Gnica OxOL.

i=1
d) Todo S[OL, conjunto linealmente independiente, es ampliable a una base lineal
de L.

4 Dimensién lineal: Dado L, se define su dimensién lineal o algebraica como
dimL =cardB, donde B es una base lineal de L y cardB representa el cardinal de
cualquiera de sus bases lineales.

Nota: [Cardinal de un conjunto] Dado un subconjui@ode elementos de un conjunto universal:
- Si S contiene un ndmero finiton[JN de elementos, su cardinal se define como ese ndmer

card ) = n.

- Si S es un conjunto infinito numerable (puede estalbsecana biyeccion entre él), su cardinal se
define como el “aleph cero”, simbolol],, esto es, card )= U,. Por ejemplo,

card Q) = cardl§ )= O,.
- Si 'S es un conjunto isomorfo con el cuerfo de los reales, su cardinal se define como “etdetinuo”,
simbololJ,, esto escard &) = U, . Por ejemplocard ( 0,1. )= cardR F O,.

—

# Convenio: Si L ={0} , entonces acordamos dimL = 0.
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 Dimension lineal infinita: Dado L, se define su dimensidn lineal como infinita
cuando no es finita, esto es, cuando ONLN SO L que es conjunto linealmente
independiente con cardS=n.

» Formula de Grassman: Dados L, M <L, M '<L, con dimL =n (finita),

= dimM +M )= dimM + dimM ~ dimM A M .

2. OPERADORES LINEALES

2.1. Aplicaciones entre espacios lineales

4 Una aplicacién T con dominio D(T) vy recorrido R(T),

T:D(T)O L, - R(T)UL,, es aplicacién lineal u operador lineal del espacio lineal L,
sobre el espacio lineal L,, ambos sobre el cuerpo comun A, sii satisface:

a) D(T)<L

b) T es univaluada: [XOD(T) OyOR(T) : T(X) =Y (notacién: y=Tx),

c) Ox,yOD(T), Ua,LON : Tax+py)=aT )+ LT ).

® Denominacién: aplicacién lineal = operador lineal = homomorfismo.

 Una aplicacién T con dominio D(T) y recorrido R(T),
T:D(T)O L, - R(T)UL,, es aplicacién antilineal u operador antilineal del espacio

lineal L, sobre el espacio lineal L,, ambos sobre el cuerpo comin A =C, sii
satisface:

a) D(T) <L,

b) T es univaluada: OXOD(T) OyOR(T) : T(X) =Y (notacién: y=Tx),
c) Ux,yOD(T), Oa,LON : Tax+py)=a *T(xX)+LB*T(y).

» Propiedades:

Dada una aplicacion lineal T:D(T) <L, - R(T) OL,, se tiene:

a) R(T) <L,

b) T(0,)=0, (O es elemento neutrode laley (+) en L., i = 1,2)
c) T(—x)=-T(x) OxOD(T)

d) kel’T:{XD D) : Tx:@} < L, (ndcleo o kernel del operador)

e)Si D(T)=L,ydim L,esfinitat dimD(T)=dimkerm + dimRT ),
denominandose nulidad de T ala dimkerT yrangode T ala dimR(T).
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2.2. Grafico de un operador lineal

“ Dada una aplicacién lineal T:D(T) O L, - R(T) O L,, se define su gréfico I'(T)
como

M) ={(x,%,)0L,xL, : x,0D(), X,=Tx,OR{T } OLxL,
» F(TM)<LOL,

» Teorema del grafico: Un subespacio lineal I'(T) <L 0L, es gréfico de algin

operador lineal entre L, y L, < ((Q,y)Dr = y:@) (esto es, si [ corta al eje
L2 , lo hace sélo en el origen).

4 Igualdad entre operadores lineales: Dados dos operadores lineales T1 y T2,
son iguales < [(T)=I(T,) « D(M)=D(M,)=D(T) y Tx=T,xOxOD(T).

4 Extensiones y restricciones: Dados dos operadores lineales T1 y Tz, tales que
D(T)UOD(T,) vy Tx=T,xOxOD(T,), entonces T, es una extension de T, a
D(T,), y T, es una restriccién de T, a D(T,).

» Notacion:

e ,UT, »» T, es una extension de T,.

o T, 0T, »» T, es una restriccién de T,.

2.3. Operador lineal inverso

© Dado T:D(T)<L, - R(T)<L,, operador lineal, la relacién inversa T se define
como TYV:D(T)=R(T) = RO =D(T) tal que OyOD(T™)=R(T), se
tiene TT(y) =X, con xOD(TM) y T(X) =y.

-1 . , i
Nota: en general, T nho tiene por qué ser un operador, ya que, por ejemplo, no
tiene por qué ser univaluada.

» Teorema: Dado T:D(T)<L, - R(T)<L,, operador lineal, la relacién inversa
TY:R(T) = D(T) es un operador lineal T < T es inyectivo, esto es,
(T(4)=T(x,) = %=x,) = (x=0,=x=0,),0sea, kerT ={0}.

 Operador singular: Dado T:D(T)<L, —» R(T)<L,, operador lineal, definimos

T como operador singular (no-singular) < N(D T7:R(T) -~ D(T) operador
lineal.
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2.4. Isomorfismo
“ Dado T:D(T) =L, » L,, operador lineal, es un isomorfismo sii es biyectivo.

4 Si T:L, » L, es un isomorfismo, entonces los espacios lineales L, y L, son
espacios isomorfos.
e Notacién: L, y L, son isomorfos »» L =L,.

B Un isomorfismoT : L, — L, transforma conjuntos linealmente independientes (de
L) en conjuntos linealmente independientes (de L,).

» L=L, « dimL =dimL,.

» Un operador lineal T:L, — R(T) <L, es isomorfismo < kerT ={61} y
R(T)=L, .

» Si T:L, - L, esunisomorfismo = T':L, —» L, es un isomorfismo.

» Terminologia:

® Homomorfismo = aplicacién lineal = operador lineal

=T:D(T)<L, - R(T)<L, (univaluada y lineal).

® Monomorfismo = aplicacién lineal inyectiva.

e Epimorfismo = aplicacion lineal suprayectiva.
e Endomorfismo = operador lineal con L =L,.
® Isomorfismo = aplicacién lineal biyectiva.

e Automorfismo = isomorfismo con L =L,.

» Dado un operador lineal T:L, — L, con dimL, =dimL,=n finito, se tiene que
cualquier monomorfismo o epimorfismo es automaticamente un isomorfismo.

2.5. Operaciones con operadores lineales
4 Suma y producto por escalares de operadores lineales:
Dados T.:D(T.) <L, - R(T.)<L,, i =1,2, operadores lineales, se define:
e El operador suma T, +T, segln:
(T +T):D(M+T)=(D(M) n D(T)) <L, - RT+TH<L,

(T +T)() =Ty (x) +T(x) OxUD(T,+T,) |
® El operador producto por un escalar aT. (i=10 2),aJA , segln:
(aT):D(aT)=D(T) <L, - R@T)<L,

(@T)(x) =aT(x) OxUD(T) |
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B La suma y el producto por escalares de operadores lineales definen operadores
lineales.

< Composiciéon o producto de operadores lineales:
Dados los operadores lineales
T1: D(Tl) < I—1 - R(T1) < L2
T2 : D(Tz) < Lz - R(Tz) < I—3 y
siendo L, 1 =1,2,5 espacios lineales sobre el mismo cuerpo A, se define la
composicion o producto T2 OTl ET2T1 como el operador
T,T,:D(T,T) <L, - R(TJ)<L.tal que
1) D(T,T) =T,(M =D(T,) NR(T)) ={xOD(T) : TxOD(T)} <D(T)
2) R(L,T)=T,(M)={yOR(T,) : (xOM : Tx=y} <R(T,)
3) OxOD(T,T) : T,T,() =T,(T(x)ORTT).

Nota: iNo confundir T2 OTl ET2T1 con una posible operacién producto (*) de
operadores T.:D(T)<L - R(T)<L, i=12,.., segin el cual se definiera
(T, e T)(X) =T,(X)T,(x) OxOD(T,)=D(T,)<L, una vez definido también un

producto interno (s) en L!.

I La composicién de operadores lineales da como resultado otro operador lineal.

P La composicién de isomorfismos da como resultado otro isomorfismo.

» Teorema: Dado T:D(T)<L, - R(T)<L,, operador lineal no singular, de modo
que T":R(T) <L, - D(T) <L, es un operador lineal , entonces

=TT = oy Y TT'= | gy, donde I,, D=D(T) o R{T), simboliza Ia
restriccion del operador identidad I, : L, — L;, I,(x)=x OxOL;, al dominio D <L,,
es decir, el operador I;:D - D, I,(x)=x OxOD .

4 Operador invertible:

Dado T:D(T)<L - R(T)<L, operador lineal, definimos T como operador
invertible = D(T)=R(T)=L y T es operador no-singular
« OT,T?, operadores lineales,y TT'=T7T = I, =1.

% Conmutacion y permutacion de operadores:

Dados T :D(T)<L - R(T)<L, 1=1,2, operadores lineales, y definidos sus
productos o composiciones T2 OTl ET2T1 y T1 0T2 ETszf se define:
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1) El operador conmutador [Tl,Tz] segun [Tl,Tz]:TlTZ—Tle, con

D([T11T2]) =D(T.T,) n D(T,T)).
2) T,y T, conmutan entresi < [Tl,Tz] =0 « TL=T,,.
3) T, permutacon T, = TT,UTT.

2.6. Espacio lineal £(L,L,)

 Dados dos espacios lineales L, y L, sobre el mismo cuerpo A, la clase o conjunto
de todas las aplicaciones u operadores lineales T:D(T) =L, - R(T) <L, constituye
un espacio lineal sobre /A, con respecto a la suma y producto por escalares.

® Notacion: este espacio lineal se simboliza como <£(L,L,); si L =L,, entonces
L(L,L)y=L(L).

» Propiedades:

a) Z(L,.L,), nmON, finitos, es isomorfo con A7/™" = espacio lineal de las matrices
MxnN de elementos pertenecientes a /A (L, y L, son, pues, espacios lineales de
dimensidn finita respectiva N y m, sobre el mismo cuerpo A\).

b) dim/Z(L,,L,)=dimL, CdimL,,.

c) DadoTOZL(L,L,), en general R(T)ZL,, de forma que, incluso aunque OT™ ,
operador lineal, se tiene D(T™) ¢ L, =T '0L(L,,L,).

2.7. Algebra

4 Un dlgebra se define como un espacio lineal L sobre un cuerpo A, en el que a
cada par de elementos ay b de L se le asocia otro elemento ab de L , denominado

como producto de los anteriores, elemento producto de ay b, tal que se satisfacen
los axiomas:

Ax.1: a(b+c)=ab+ac

Ax.2: (b+c)a=ba+ca

Ax.3: a(ab) =(aa)b=a(ab) OaOA
Ax.4: a(bc) =(ab)c (propiedad asociativa) .

< Se dice que un algebra posee un elemento unidad €, <

Ue UL: ea=ae,=a HallL

» El producto o composicion de operadores dota al espacio £(L) de la
estructura de algebra con elemento unidad, e, =1, operador identidad, para el
que IT=TI =T OTOZL(L).
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2.8. Proyectores

4 Dados dos subespacios lineales M,<L y M, <L del mismo espacio lineal L,
tales que L=M,0OM,, se define un proyector de L sobre M, en la direccion de M,,
PN“CZ =R,,, como un operador R, :D(R,)=L - R(R,)=M, tal que OxOL : R, (xX)=x,
donde x=x+X,, x,OM,, x,0M, .

» Propiedades:

a) Ry, JZL(L), es decir, es un operador lineal R, :L-RR)<L.

b) P,\,le = (F’,\,ll)2 =R, Ry, = Ru,, es decir, es un operador idempotente.

c) bado R, = U (PMl)_1 = P,\le, operador lineal tal que

PIOL(L) = M, :{6} - L=M,.

d) Dado PUZ(L) , operador idempotente, = [ M,<L, OO M, <L : L=M,OM,
y P=F,.

e) Dado PMNJZ = R(P,\,I'vlz)=M1 y kel’(P,v'\I/iz)= M, .

f) Dado TOZL(L), T es proyector < T?=T (es decir, sii es idempotente).

2.9. Funcional lineal. Espacio dual L*.

4 Dado un espacio lineal L sobre un cuerpo A se define como funcional lineal o
forma lineal en L a todo operador lineal t:D(t) <L - A.

4 Dado un espacio lineal L sobre un cuerpo A se define como su espacio dual L*
(dual algebraico) el espacio lineal £L(L,\) de todos los funcionales lineales
t:D(t)=L > A.

» Propiedades:

a)Todo funcional lineal no nulo, t:L — A, t # 0, es suprayectivo (es decir, R(t) =/A\).

b) L,=L, =A".
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3. ESPACIO COCIENTE

e Dados un espacio lineal L y un subespacio lineal M <L del mismo, se define en
L la relacion de equivalencia A& (por tanto, reflexiva, xZx OxOL; simétrica,
XY <= YRX ;ytransitiva, X2y, y£z = X&z) segun: XRYy < X-yOM.

® Se nota entonces como (, la clase de equivalencia de un X[UL, es decir,
C,={yOL :yrx ={yOL : 0zOM :y=x+z={x+M.

® El conjunto cociente L/M ={C’X : x[O L} es la particion (Unica) de L inducida por M .

4  Se define el espacio cociente (L/M,+,) como el espacio lineal construido sobre
el conjunto L/ M definiendo las leyes de composicion

1) (+), ley de composicién interna L/MxL/M OTLL/M : C, +C,=C,,,, con
elemento opuesto —C, =, ={-x} +M y elemento neutro C, :{6} +M =M.

2) (), ley de composicion externa AXL/MUOTLL/IM @ a<C =C,, .

» dimL/M =dimL - dimM .
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