METODOS MATEMATICOS
ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES LINEALES

Profesora: M2 Cruz Bosca

TEMA 1: ESPACIOS LINEALES NORMADOS

0. ESPACIOS TOPOLOGICOS (introduccion)

# Sean un conjunto universal arbitrario X # @y un subconjunto t del conjunto
potencia de X, t LUP(X) = {S: SLIX}.

0.1. Topologia. Espacio topoldgico.

- Definicion: T es una topologia sobre o para X sii
Ax.1. XUty @lt

Ax.2. A0t = OA U
a

n
Ax.3. Aillt = QlAiDr , n finito
=

- El par (X,1) define unespacio topologico

- Ejemplos:
1) Topologiandiscretao trivial: © = {X, &}
2) Topologiadiscreta t = P(X)

- AllX esabierto = Allt

-COX escerrado = C°={x X : x[IC} es abierto C° = complementariale C en X).
- A X es abierto= A°es cerrado

- X'y @ son abiertos y cerrados.

- La union finita de cerrados es cerrado.

- Nota 1: “Dualidad”: Cualquier proposicion es dalicambiand@bierto por cerradoy union
porinterseccionly viceversa).
- Nota 2: Sobre un X dado se pueden definir muttzalogias diferentes.

0.2. Entornos

- Definicion: Dado x LIX (S [0 X), definimos urentorno abiertade x (de S), N(x) (Na), como
cualquier abiertoA L 7, tal que x LJA (S UJA).

- Definicion: Dado x X (S O X), definimos urentornode x (de S), N(x) (N), como cualquier
conjunto que contenga un entorno abierto de x (S).

- Definicion: x espunto interiorde S = S es entorno de x.

- Definicion: x espunto de acumulacidnle S < todo entorno de x contiene puntos de S
distintos de x (no necesariamertées).
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0.3. Topologia relativa o inducida por un conjunto.
Subespacio topoldgico.

- Dados un espacio topolégico &,y un conjunto 91X, se define ldopologia relativa &
inducida porS, orestriccion der a § como

Ts = {Asz ANS, ADT},

definiéndose (X1s) comosubespacio topologicdel espacio topoldgico ().

0.4. Bases

- Definicién: Dado un espacio topoldgico (X), una familia de abiertos B = {B,0, ,
I=conjunto de indices no necesariamente numerable,

B.Lt [ a, se denominhase de la topologia < [ALlt, A#0, A= Em B.Ut
qal

(i.e.: todo abierto puede obtenerse como uniénodguntos de la base). CaBa se denomina
abierto bésico

0.5. Recubrimientos y compacidad

- Definicién: Dados (X) y SLIX, unrecubrimientoo cubrimientode S es una clase o familia
de conjuntos de X tales que su union contiene a S.

- Definicién: Dados (X,t) y SO X, un recubrimientoo cubrimiento abiertode S es un
recubrimiento cuyos conjuntos son abiertos.

- Definicion: Dados (X, t), SLX y un recubrimiento de S, usubrecubrimientoo
subcubrimientale S es otro recubrimiento de S incluido en ebdad

- Definicion: (X, t) escompactosii de todo recubrimiento abierto de X se puedgaex un
subrecubrimiento finito (propiedad de Borel-Lebexgu
- Definicion: Dado (X,t), SLI X escompactasii (X, 1s) €s compacto.

- Dados (X;r) compacto y &1 X, S cerrado= S es compacto.
- Definicion: (X, 1) esespacio de Hausdorsii SL! X, S compacto= S cerrado.

-(X, t) compacto= todo 91X infinito posee un punto de acumulacion (puedégpecer 0 no
a S) (propiedad de Bolzano-Weirstrass).

1. ESPACIOS METRICOS

1.1. Métrica. Espacio métrico.

- Definicion: Una métrica sobre un conjunto universal arbitrario X # @ es una aplicacion
d: X x X — R que satisface:

Ax.1. d(x,y)> 0 Ux,yUUX

Ax.2. d(X,y) =0 = x=y

Ax.3. d(x,y) = d(y,x) x,yLX (simetria)

Ax.4. d(x,y) +d(y,z) > d(x,z) Ox,y,zLIX (relacion triangular)

- El par (X,d) define un espacio métrico.
- El real d(x,y)[JR se denomina distancia entre los puntos x e y.
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-Propiedades:
1) d(x,y) > |d(X,2) - d(z,y)| O x,y,zL1X

n-1
2) d(Xq, Xn) < z d(Xk, Xk+1)

k=1
-Sobre un mismo X son definibles muchas métricas distintas, generdndose diferentes
espacios méetricos.

1.2. Bolas

- Definiciones:
1) Bola abierta de centro xo y radio r, rR, r > O:
Bi(Xo) = {x LUX : d(X, %) <1} =B(Xo, I

2) Bola cerrada de centro xo y radior, rJR, r > O:
Bi[Xo] = {x LUX : d(X, %) < r} = B[Xq, ]

1.3. Topologia inducida por una métrica o natural

- Una métrica permite dotar a un conjunto de una topologia: todo espacio métrico es
espacio topoldgico.

-Nota: No todo espacio topolégico es metrizable, es decir, espacio métrico: no siempre t deriva
de una métrica.

- Conjunto abierto en términos de bolas:

1) AllX es abierto= [ xUA Lr>0:x] B(x) UA
2) AL X es abierto= es unidon de bolas abiertas

3) Toda bola abierta es un abierto

- Topologia natural o topologia inducida por d en X:
t= {AUX: A es abierto} es una topologia sobre X, esrlé€Xi t) es un espacio topologico.

- Nota: Si un espacio topoldgico es metrizable, mayghas métricas sobre X que inducen la
mismar.

-Base de la topologia natural: El conjunto de todas las bolas abiertas del espaétrico,
B ={B: B = B/(x), rLIR, r > 0}, esbase de la topologia natural

-x LUSUX es punto interiorde S= Lr>0: By(x) U S.
- Definicion: x LIX espunto adherentde S1X < [r>0:B(X) NS #d.
- Definicién: Laclausurade S se define com8= {xUX: x es punto adherente de S}.

- Definicion: x LJX espunto de acumulaciéapunto limitede S1X
< Ur>0:B¢(x) NS contiene algun punto de S distinto de x

= [He>0 LalS, a#xtal que d(a,x) €

= [r>0: Byx) NS contiene infinitos (y distintos) puntos de S.

- Definicién: El conjunto derivadalel SH X se define como
S’ = {xUX: x es punto de acumulacion de S}.
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- x X es punto de acumulacién de/X - x es punto adherente de S - {x}.
-S0S;S=s0S8 ; §S0S= SO S; SOS= S0 S
-Sescerrado = S=S - su complementario en X es abieoS'[JS .

-S=§ (§ es cerrado).

-B[x,r] es cerrado (Nota: pero, en general, y stesiempre ambos cerrach[ X r] zB(x7r);
por ejemplo, en la discreta).

-Definicion: SLJX esacotado = [ B(x,r) : SU B(x,r).
1.4. Subespacio métrico

- Definicion: dado un espacio métrico (X, d) y un subconjuntdo)§ S # @, se define la
restriccion de la métrica a &mo la aplicacion
ds: S X S— R que satisfacels(x,y) = d(x,y) U(x,y) U Sx SL X x X.

- El par (S,d) constituye un espacio métrico que se define caubespacio métricdel (X,d).

- La topologia natural en (S)d o topologia inducida porscen S, coincide con la topologia
inducida por S en X5, de forma que todo subespacio métrico es subespgmlogico.

1.5. Métricas producto

- Definicion: Dados (X, &), (Y, d) y Z = X x Y, se define lanétrica productod como la
aplicaciéon d: Zx Z — R tal que

d(z, ) = [dé(Xe, X2) + d2(Ys, Y12, 2 = (%, V) DZ, i=1,2,
definiéndose (Z, d) como ebpacio métrico producto

-La topologia naturalde (Z, d) es la topologia producto de las topalegiaturales de (X,)de

(Y, dy).

- Son posibles otras definiciones para la métricaycto. Es frecuente, por ejemplo, definir en
el espacio suma directa externa de dos dados tecangtoducto

d(z, 2) = d(X1, X2) + d(y1, Vo) -
1.6. Separabilidad
- Definicién: SLIX esdensoeX = S =X.

- Definicion: (X, 1) esseparablesii contiene un subconjunto a lo sumo numerabtsaen X.
- Ejemplo: (R, d) es separable puesto que Q edEmR.

-Sean (X,d)y 81X ;Sesdensoen X UxUX, Ue>0,LsUUS:d(x,s)<.

1.7. Compacidad
- (X, d) es compacto= todo S1X infinito posee un punto de acumulacion (puedégmercer

o no a S) (propiedad de Bolzano-Weirstrass) toda sucesion de puntos de X contiene una
subsucesioén convergente.
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- Dado (X, d), S X escompacto=> S es cerrado y acotado.

- Dado (X, d), SLUX escompacto < toda sucesion de puntos de S contiene una sulbsuces
convergente en S.

-En k" (n-espacio euclideo L1 k" es compacto= S es cerrado y acotado.

-La compacidad es un invariante topolégico (la iemmgomeomorfica de un compacto es otro
compacto).

1.8. Convergencia de sucesiones

® Sea {x,} LU X , sucesién de puntos de un espacio métrico (X, d). Se dice que la sucesion
convergeotiendea un limitex, x, — x, < Or>0LngIN: x,LUB(x, r) U n>ng
e dX,X) >0 < Ue>0LnLUN:d(Xx)<el n>ng.

1.9. Aplicaciones continuas entre espacios métricos

# Sean (X, d,) e (Y, dy), y sea una aplicacion f : D;LIX — Y.

-Definicion: Se dice que f exontinua en epuntox,[1Ds

= O Df: (Xn— Xo) = (f(Xn) —f (Xo)) (notacién: limf(x,) — f(lim x,) )

= [e>0Ld>0:d(f(x),f(xq) <e siempre quedx,xo) <o

< [He>0L3d>0: f(B(x, 9)) LI B(f(xo), €) (“puntos cercanos ase aplican por f en puntos
cercanos a f@")

-Definicion: f :SLIX — Y escontinua ers sii es continual xLIS.
-El producto de aplicaciones continuas es unaapba continua.

-Definicion: Se dice que f esniformementeontinua erD¢
= [e>0Ld>0:d(f(x),f(y)) <esiempre quegx,y) <6, yLID;, UxUDs (0 seap # 5(x)).
- Si f es uniformemente continua epnH f es continua en D

-Si D es compacto y f es continua en £ f es uniformemente continua en D

-Si D es compacto y fD;[1 X — R es continua en (D= f posee un minimo y un maximo en
Ds .

1.10. Isometrias

- Definicion: f : X — Y es una isometria < d/(f(x), f(y)) = dk(x, y) Ox, y UX (“preserva
las distancias”).

- f: X — Y es una isometria biyectiva = f es bicontinua (f y f* son continuas).

- (X, dy) e (Y, dy) son isométricos = L[ f:X — Y isometria biyectiva

= son métrica y topolégicamente equivalentes entre si.

- Toda isometria (0, mas generalmente, toda contraccion, d,(f(x), f(y)) < cd(x, y), con
0<c<1) es uniformemente continua.

© M.C. Bosc4, U. de Granada 5



# Sean un espacio lineal L = (X, +, ) sobre el cuerpo K y una topologia t sobre X.

4 Espacio lineal topolégico

- Nocion: Un espacio lineal topolégices un triplete (X, L) dondet no es una topologia
cualquiera, sino una de las compatibles con lo®naxs definitorios correspondientes
(especificados mas adelante para el caso partidelaspacio lineal métrico), que son los que la
hacen compatible con la estructura de espacidlinea

® Sean un espacio lineal L = (X, +, -) sobre el cuerpo K y una métrica d sobre X, esto
es, un espacio métrico (L, d).

B Espacio lineal métrico

- Definicion: L es un espacio lineal métrico sii se satisfacen los siguientes axiomas:
Ax.1. Laaplicaciond: L x L — L, definida segungx, y) = x + y X, y LIL, es continua en
L x L.

Ax.2. La aplicacion f: K x L — L, definida segun,fa, x) = aox HaldK, OXLIL, es
continua en Kx L.

- Todo espacio lineal métrico es espacio lineabligico (es decir, la topologia derivada de la
meétrica es compatible con los axiomas correspotetign

- Notacioén: Notaremos=(X, L, d)= (L,d), indistintamente, para un espacio linealrinét

- Si una métrica d satisface:

1) es invariante bajo traslaciones: d(x+z, y+z) o) LI x, y, zZL1L

2) aumenta proporcionalmente a la dilatacionxggy) = | d(x, y) U x, yLIL OoallK,
entonces=> (L, d) es un espacio lineal métrico.

m Subespacio lineal métrico

- Sea L un espacio lineal métrico y sea M < L, subespacio lineal de L. El espacio lineal
métrico (M,d) se denomina subespacio lineal métrico de L.

- Si M es un subconjunto cerrado de L, se dice que M es un subespacio lineal métrico
cerrado de L, y se representa M« L.

“M<L= M «L
B Isomorfismo isométrico

- Definicion: Dados L y L,, espacios lineales métricos, una aplicacion T —LL, se define
comoisomorfismo isométricentre Ly y L, sii satisface:
1) T es un isomorfismo (operador lineal y biyec}ivo

2) T es una isometria (preserva las distanciage@s, d(Tx, Ty) = d(x, y) Ux, yUL,)

- Definicién: Si T : Ly — L, es un isomorfismo isométrico, se dice que/IlL, sonisomorfos
isométricamente

- Nota: Todos los espacios lineales métricos deliglimension finita son isomorfos

topoloégicamente entre si (es decir: existthomeomorfismo linealo isomorfismo bicontinuo,
entre ellos), notacion:jls= L, , pero no todos lo son isométricamente.
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¢ Sea un espacio lineal L = (X, +, ) sobre el cuerpo k.
m Norma y espacio lineal normado

# Definicion: Una norma ||[] sobre un espacio lineal L es una aplicacién de
L sobre R (en realidad, R;), || :L - R, tal que satisface los axiomas:
Ax.1: |x|=0 OxOL

Ax.2: [|x|=0 = x=0

Ax.3: |x+y| <[4 +|y Ox O L (relacién triangular)

Ax.4: |la¥|=|a|d¥ OaOk OxO L (homogeneidad positiva)

4 Definicién: El par (L,|| 0N define un espacio normado o espacio lineal
normado.

P Un espacio normado es un espacio lineal métrico en el que la métrica
deriva de, o es inducida por, una norma:

(L,IITN) es espacio lineal métrico (L,d)con d(x y)=|x-y Ox yJ L
Nota: Pero no todo espacio lineal métrico es espamimado.

Propiedades
> [x=yz| -] Oxyo L.

» La métrica dinducida por la norma es tal que
a) d(x+z y+ 2= d x ¥ (invariante bajo traslaciones)

b) d(axay)=|a| d(x y) (aumenta proporcionalmente a la dilatacién).

P Todo espacio lineal métrico en el que la métrica es invariante bajo
traslaciones y aumenta proporcionalmente a la dilatacidon, es espacio

normado, con ||| = d(x,0) OxO L.

P En todo espacio normado B[x r]=B(x 1), xOL rOR, r>0.

» Lema:Dado un espacio normado (L,||0]) y un subconjunto (x1x2>§1)

linealmente independiente,
OC>0 / |ax+--+a,x|= Cla+--+|a,|) O{a,; a} Ok .

Isomorfismos

4 Definicion: Dos espacios normados L=, y L,=(L,0,) son

isomorfos en norma - [OT: L1 - L2, aplicacion lineal de L1 en Lz, tal que:
a) T es un isomorfismo entre los espacios lineales.

b) T preserva la norma: [T, =| %], OxOL,.
-Notacion: L, =L, .
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» Todo isomorfismo en norma es isomorfismo isométrico, y viceversa
cuando la métrica procede de una norma.

P Todos los espacios normados de igual dimensién finita n son isomorfos
topoldgicamente (s) entre si (pero no siempre lo son isométricamente , =).

Subespacio lineal normado

#Definicion: Sea M<L, entonces el espacio normado (M,|| ) (restriccién de

la métrica a M) constituye un subespacio lineal normado, o subespacio
M <L del L.

#Si M<L es cerrado, M =M, lo simbolizaremos como M <« L.

» Todo M <L, es M =M v, por lo tanto, M <L,.
» M<L, dmM =n finita = M =[M]=[M]=M = M <L .

-Nota: en algunos textos se define subespacio neqdo a M que sea cerrado
algebraica y topolégicamente, es deblr<s L y M =M .

m Sucesiones

4 Definicién: Dado (L,||0]), se define una sucesién o secuencia de vectores o
puntos de L como el recorrido de una aplicacion de Nen L.

-Notacion{x}"_ .
4 Definicion: Una sucesién {x} _ de elementos (“vectores” o “puntos”) de

un espacio normado L converge a un xL, denominado su /imite,
= lim|x~-x=0< O&e>0 Om()ON / |[%-f<e On> g

n-oo

< 0Or>0 [h,(r)UN / x,0BX,r)On=n,.
-Notacion:{x }”

=1

- X; x=limx ; x O00TH x; x, - x.

n-— o
Pk El limite de una sucesion es unico.

-Notas: El limite de una sucesion no tiene pa¢ gertenecer a la sucesion; toda
subsucesion de una sucesion convergente convergg mismo limite; el limite de una
sucesion no tiene por qué ser punto de acumulagboonjunto de los elementos de la
sucesion; una sucesion puede ser no convergentegnginto de elementos de esa
sucesion puede tener un punto de acumulacion.

@ Definicion: Una sucesion {x}_ de puntos de un espacio normado L es

sucesién de Cauchy o sucesién fundamental = lim |x, - x| =0.

n>m- co

B Dado (L,||), toda sucesion convergente es de Cauchy.
» $Dados (L/O)y SOL, xOS = Ox}_ 0SS/ x-

00
n=.
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» Dados (L,||O) v SO L, S es cerrado = toda sucesion de elementos de

Sconvergente tiene su limite en S, estoes, x,0SOn x - x= XJ &

B Dados (L,||0) y SO L, S escerrado - S=S8.

P Dados (L,||0)) vy SO L, S compacto = S cerrado y acotado.
> Dados (L.,||0) y SO L, S escompacto = S es cerrado y acotado.

B Dados (L,|0) vy SO L, x es punto de acumulacién de S = existe una
sucesién de infinitos puntos distintos de S que converge a X.

€ Definicion: Un subconjunto SO L se define como completo - toda
sucesion de Cauchy de elementos de S converge a un elemento de S.
b En un espacio normado L, dado SO Lcompleto = Ses cerrado.

# Sean dos espacios normados L =(L,|I0l) ¥y L, =(L,.||0,) -
» El espacio normado suma directa de L, y L, se define como el espacio
normado (L, O L,,|| 1), definiéndose || (X, ) I=I| X[} + 1| Yl

m Espacio de Banach

4 Definicion: (L,||0)) se define como espacio completo o espacio de Banach
= toda sucesidn de Cauchy es convergente.

B En un espacio L de Banach, un subconjunto no vacio S¢ L es completo
= es cerrado.

» Todo espacio normado de dimension finita sobre el cuerpo de escalares
k (R oC), (L., es de Banach. Es decir, en dimension finita “todas las

normas son equivalentes”, generan la misma topologia (teorema de Hausdorff-
Tihonov).

» Dado un espacio de Banach (L,||0]), se define un subespacio de Banach
del mismo como un subespacio normado completo (M,||0]), teniéndose que
M<«lL.

P Dado un espacio de Banach (L,||0)), OM <L se tiene M =M - (M, ap
es subespacio de Banach.

B Dado un espacio de Banach L, entonces L, = L, es espacio de
Banach.
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m Operadores lineales continuos

Aplicacion continua

4 Definicion: Dados dos espacios normados L, y L,, una aplicacion
T:D(MOL - RMU L es continua en xOD(T) =

- 0e>0 D3(x,£)>0 / |T&)»-T(y),<e Oy D(T) tal que| x <o
= O{x,} O D(T) setiene quex, — x = T(x,) - T(X.

4 Una aplicacion T:D(T)O L, -~ RT) O L es continua si lo es OxO D(T).

» Dado(L,||]), las aplicaciones

forLxL - L / fxy)=x+yOxyJ Ly

foikxL - L / f (@x)=ax DaUOk OxOL

son continuas, o sea,

006, ¥a) = (%)), estoesh x- x ¥yl y» y= lim (%) { xy +x
O(a,,x,) - (a,x), estoes Ua, - a Yyl x- x= nIioron A4, XF ¢, Fa

lo que equivale a afirmar que (L,||0]) es espacio lineal métrico (L,d)con
d(x y)=|x-y OxyJ L

4 Definicién: Una aplicacién T:D(T)O L - RTO L es uniformemente
continua (ien D(T)!) =

Oe>0 05()>0 / T &)»T(y),<e Ox0 DT)O YD D(T) tal que| x [y<a.
» Una aplicacién uniformemente continua es continua.

I La aplicacion || :L - Res no lineal y uniformemente continua.

Operador lineal continuo/acotado
4 Definicion: Dados dos espacios normados L, y L, sobre el mismo cuerpo
k, un operador lineal A:D(A <L - RIA< L es acotado
- OkOR finito, k>0 / |[Af,< K §, O3 D(A.
Nt Ohed _ |44,
Nota: Obsérvese qu& ., sup

XOD(A), x£0 ||X||l

verifica la anterior desigualdad para el operaoh&al acotadoA .

es el menor valor de k para el que se

# » Dados dos espacios normados L, y L, sobre el mismo cuerpo k, un
operador lineal T:D(T)< L - RT)< L es continuo -

= es continuo en un (cualquiera) punto de su dominio
= es continuo en x=0
= es acotado.
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» La suma, el producto por un escalar y la composicion de operadores
lineales continuos dan como resultado otro operador lineal continuo.

B Sea TUZL(D(T)< L, L) un operador lineal entre dos espacios normados,

. -1 . .. .
entonces el operador lineal T~ existe y es acotado en su dominio si y
solamente si existe una constante M>0 tal que

[T, = m A, . 0O (D).

w AL, L) =4 (L,L,) % L(L,L) .
w AL, L)= £ (L,L)=2(L, L) .

Norma de un operador lineal acotado

# Definicion: Dados dos espacios normados L, y L,sobre el mismo cuerpo k
y un operador lineal acotado A:D(A) <L - RIA< L , se define la norma
del operador, || A, segln

1A= SUM (expresion que efectivamente define una normaesdift., L,)).

A
> A4, < A, Dxa oA

>d_lD(A)

» Teorema:Definiciones equivalentes para la norma de un operador (jlineal
acotado!):

a) |A|=inf{kOR, k=0 / |Af,< K ¥ 00 DA

b) sup|Ax, c) sup 4, d)sup| A, .
o iz, I e

> (A(L,L,),||c] es un espacio lineal normado (cuerpo k).

B En (4(L,L,),]|d]; la suma (de elementos de .4, esto es, de operadores
lineales acotados), el producto por un escalar y el producto de operadores
son también elementos del espacio (o sea, operadores lineales continuos).
-Por ejemplo:

A-AB-Ba-a=> A+B- ABa,A-a A AB- A.

» Dados A O.4(L,L,) y A 0A(L,L,), entonces |AA]|<|A|dA)]

Nota: esta propiedad permite qué(H)=.4(H,H), H =espacio de Hilbert - y, por
tanto, espacio completo-, constituya un algebra,aglemas es completa o de Banach.

» (4(L,L,),[I0) con L, espacio de Banach es un espacio de Banach.

-Nota:
a) £(L)= £(L,L) posee estructura ddgebra con elemento unidad

b)(4(L),|| ) constituye urélgebra normada
b) (A4(L),||), Lespacio de Banach, constituyealgebra de Banach
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m Espacio dual

# Dado un espacio normado (L,||d), se define su espacio dual L como el
espacio de Banach (A(L,k),||d) (cuyos elementos son funcionales lineales
acotadod: L — k y que coincide con el dual algebraico en dimengiota).

m Complecion

€ Definici6on: Dado (L,||0]) espacio normado no completo, se define una
complecion del mismo como un espacio (L,||0L) tal que:
a) (L,||0L) es espacio completo, esto es, de Banach.

b) Contiene un subconjunto L, denso en L”, esto es, L,=L".
c) (L,,II0L) es isomorfo en norma con (L,||l), Ly=L.

» Todo espacio lineal normado admite una complecion, Unica salvo
isomorfismos en norma.

m Seriesy expansiones

4 Definicién: Sea un espacio normado (L,||0]) y sea una sucesion {Xn}::1 de

elementos de L. Se define una serie an como el par ordenado de

n=1

), denominandose s, como la suma

sucesiones  ({x} ., {sh => )§<}
k=1 =
parcial de orden n-ésimo.

_Notacién:ixn; X1+X2+“.+)$1+“. ; Xl+)(2+... ; an

n=1

n=1

4 Definicion: ZXH es convergente con suma X < ((XOL /s - X
- |s,- 40D 0.

-Notacion: ixn = szi[rl S =Ini[rli X -

& Definiciénr_ll: > x, es divergentrl—(:-_l«:» XOL [ Y % =x.

4 Definicion: Zn:xn es una serie finita = [, DIQI / x =00n>n,.

B Siuna serienes finita, entonces su suma es an =EXFX X
» > x,=x= > ax=axOalk n

B X SX D YTy = ) 04t Y= %y
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& Definicion: ZXH satisface la condicién de Cauchy

= X o+ x| 0BT 0 Ok=1,2,..
» > x, convergente = > x satisface la condicion de Cauchy.

» > x convergente = |x |00 0
» L Banach, an convergente - an satisface la condicion de Cauchy.

@ Definicion: D" x, es absolutamente convergente = Y |x| es convergente.

n n
P En un Banach, toda serie reordenada de una serie absolutamente
convergente, es también absolutamente convergente y con la misma suma.

P En un Banach, toda serie absolutamente convergente es convergente.

I Dos teoremas para series en k (0 sea, de escalares):

® Sea) a,, a,0R, a,=00n0N. Entonces,) a, es convergente~ la sucesion
n=1 n

n 00
de las sumas parciale{ sn:Z ak} estd acotada superiormente, esto es,
k=1
=0 / |s/<C OnON. Ademas, si la serie convergeas, » a,=a, entonces
n

n=1

as<C.
e Criterio de CauchyZan es convergente-
n

n+m

2 a

k=n+1

m=1
- 0&e>0 On,ON / <e Om=12.. On>n (= lim|a,[=0).

Expansiones

# Definicion: Dadoun espacio normado (L,JIN) y un subconjunto S L, se

dice que S expande L < L=ﬁ (esto es, [S] es denso en L) (analoga
definicion paraM < L).

» Dados (L,||0) y S={x} , O Ltal que card S= card I < 0,, S expande L

- OxOL / X:Zanx” a,0k, x0SO M | (andlogamente parll < L).

ncl

Bk S expande ﬁ<1 L.
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m Ejemplos de espacios normados

1
p
!

n
» (k]/0),), donde x=(a,...,a,), @Ok Oi0{1,.. n} vy ||x||p=(2‘a’i‘p)
i=1

1< p<m, es espacio Banach separable (y euclideo = p=2).

, €S

» (kn||0L,), donde x=(a,....,a,), a0k 0i0lI ={1,..n} y || =suda,
kOl

espacio Banach.

» 17 =(p10,), donde I?C k=, es el subconjunto de las sucesiones
p-sumables, esto es, de las sucesiones
x={a}  =(a,0,...4a,..), alk 00l ={12,..n.,} card | =, tales que

ol

Dla|" <o, I <k=, con [¥], =(Z|ai|pj , 1< p<w,es espacio Banach
i=1 it
separable (y euclideo = p=2).

b l>=(x,0,), donde |» & k=, es el subconjunto de las sucesiones
x={a}  =(a,0,...4a,..), a0k 00l ={1,2..n.,} ¢ard I =0, (1 =N),

tales que supa;|<e, I <k, con |x| =sufg,
ial ial

, €s espacio Banach.

B Co=(CoJ0,), donde CPC k> es el subconjunto de las sucesiones

x={a}  =(a,a,....a,,..), a0k OiON, tales que lim|a,|=0, C?<k=, con

||, =supa,|, es espacio Banach.
noN

» CP(ab)=(G[aH.ld,) donde C.[a b es el conjunto de las funciones
continuas definidas sobre el intervalo cerrado [a, b] [OR y con recorrido en

1

) D
k, vy ||f||p=j|f(x)|pd>% , f0G[al , 1< p<w, es espacio normado (y

euclideo = p=2) .

» Cr=(C.[al.lId,), donde C.[abl es el conjunto de las funciones

continuas definidas sobre el intervalo cerrado [a, b] LRy con recorrido en

k,y |f|,=sup|f &), fOC[al , esespacio de Banach.
xJa.b]
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> LD (R)=(E(R),[[0,) donde L (R) es el conjunto de las funciones (en

realidad, clases de equivalencia de funcipnes integrables Lebesgue definidas
sobre la recta real R y con recorrido en k, esto es, tales que

J'|f(x)|p dx < o (integral de Lebesgue), y definiendo

R

I, =

separable = p=2).

p
J-|f(x)|p d% , fOL® , 1< p<w, es espacio Banach (y euclideo
R

® Lo mismo para cualquier boreliano B[R sustituyendo a R en la anterior
ecuacion.

s L9 ([a b]) esla complecion de CP([a,b]), 1< p<o.

m Desigualdad de Hdolder

» En (kn,|[0],) , sean

x=(ay,...,a,), a;0k 0i01 ={1,.. n},
y=(8.....3,), B0k 0i0OI ={1,.. n},
z=(a,B,....a,.0,),

pOR, 1<p<o, qUR , 1<ge, tales que i+—=1.

eonces = [z, 1, = Sladl=[Slal [ 3
B EnIP=(),0,) , sean

x=(a,a,..), alk OION,

y=(8.5,..), B Ok DiON,

Z= (alﬁl’aZlBZ" . ) ’

pOR, 1<p<o, qUR , 1<ge, tales que i+E=1.
P q

Entonces = |7, <| >4|p Il >ﬂq

I
4
N
>

IN
7~ N\
»—\MS

=
Q/‘H
7 N\
»—\MS

=
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»En CP(ab)=(C[ah.d,) sean f,gOC[aly

POR, 1<p<o,qUR , kK <o, tales que 1+£=1. Entonces =
P q

= ol = |1, 0], - ZlfgldXS(Ilfi"de i %

»Sean fOLLIL,) y gOLL,I0O,), pOR, 1<p<w ,q0R , ¥ q<o, tales

que 1+£=1. Entonces =
P q

= Il < 111,09, = Ilfgldx<(ﬂf|”dXJ (00 %

(para p=g=2 se obtiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniakovski).

m Desigualdad de Minkowski

P En algunos espacios normados, la relacidon triangular se denomina
desigualdad de Minkowski:

1

o (]kn,“u]lp): (i|ai+ﬂl|l3jp < (i|q|pjp + [zn|18||pjp (1S p<00)

ok
-l

sie=azin):  (SlavaP|'s (Slal] + (Slar]” asp<e)

e (C.[ab.IO):

1 1 1

@|f+g|p dxj (H f|pdxj [ﬂ ¢’ % (1< p<o)

oLp = (L5 IIH,) -

1 1 1

(Ilngl"de U|f|pdxj (“dp% (12 p<eo)
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