METODOS MATEMATICOS
ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES LINEALES

Profesora: M2 Cruz Bosca

TEMA 2: ESPACIOS EUCLIDEOS Y DE HILBERT

# Sea un espacio lineal L = (X, +, ) sobre el cuerpo k.
mProducto interno o escalar y espacio pre-Hilbert

% Definicion: Una producto escalar o interno (LI} sobre L es una aplicacion
de LxL sobre k, (LI} :LxL -k, tal que satisface los axiomas:

Ax.1: (x,x)=0 OxO L

Ax.2: (x,X)=0< x=0

Ax.3: (x,y)=(y, x} Ox yd L (hermiticidad)

Ax.4: (xay)=a (x Yy OaOk Ox yJ L (homogeneidad a la derecha)

Ax.5: (x,y+2=(x y+(x 2 Oxy@ (distributividad o aditividad)

-Nota: esta definicion es la de uimama sesquilineal hermitica

% Definicion: El par (L,(CL}) define un espacio pre-Hilbert o espacio euclideo.

[ (L,(ED]) es espacio normado, (L,||0]), con la norma derivada del producto

escalar segln ||| =+/(x,x OxOL.

# Sea un espacio pre-Hilbert L=(L,(CI)) y sea ||l la norma inducida:

Propiedades y definiciones
> (x0)=(0x) =0 Ox0 L

P (x,y)=00yOL= x=0

B (xy)=(zy Oy L= x :

p(xay+Ba=a(x y+B(xryla B yyr=a ( xzF( ydapOkOxyd L
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Bk Desigualdad de Schwarz-Cauchy-BuniakowskKii:

a)|(x ) <(x%d %y ((xY<| ki hoxp ;

b)‘(x,y>‘2=<x,>§EQy)> = y=Ax A0k x 0 L.

& Angulo entre dos vectores: Si k=R, entonces el angulo ¢ entre dos

vectores no nulos de L se define segun cosz9=<’—y> xyOL ,x# Oy# .

It

» Identidad de polarizacion:

. 1
a) Sik =R, entonceg ,x>y:Z[|| x [ < ] 0

b) Sik=C, entonces ,x>yC%1[|| 5= % = @ 3] = 9] 0y

Bk Ley del paralelogramo:

[+ " %= o =20 47+ §) Dx 3 L.

-Nota: esta ley no se cumple en un espacio normagbitrario; si cuando la norma
deriva de un producto escalar. Ademas, se tiene:

 Un espacio normado (L,||0]) es espacio pre-Hilbert (L,(LI}) = en él se

satisface la ley del paralelogramo.
® Y, entonces, <ED] gueda definido por la identidad de polarizacion. Y este

producto interno induce la norma especifica del espacio normado de
partida: un espacio normado admite, en su caso, una Unica estructura
euclidea.

e 4 Un espacio euclideo es un espacio normado cuya norma satisface la ley
del paralelogramo.

» (LI} es una funcién continua.

# Sean X, e y, dos sucesiones de Cauchy en (L,(D;ﬂ): <>q1,yr]> es sucesion
de Cauchy en k.

@ Definicion: Dos espacios pre-Hilbert L =(L,(CI1) vy L,=(L,(CLL) son

isomorfos en producto escalar - OT: L1 - L2, aplicacion lineal de L: en L2,
tal que:
a) T es un isomorfismo entre los espacios lineales.

b) T preserva el producto escalar: (Tx, Ty), =( x y, Ox,yOL,.

» Dos espacios euclideos son isomorfos en producto escalar = son
isomorfos en norma.
-Notacion: L, =L, .

P Todos los espacios euclideos de igual dimension finita n son isomorfos
entre si topoldgica y métricamente.
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# Sea un espacio pre-Hilbert L=(L,(CI)) y sea ||0] Ia norma induci da:
m Ortogonalidad

€ Definicion: Dado(L,(D;ﬂ), dos vectores x, y de L son ortogonales

= (x,y)=0.
-Notacion:x Oy

kP xy- ylXx
» 00x OxOL

B XxXOX<= x=0
> x0y=[xe o=

€ Definicién: Un vector x L es ortogonal a usubconjunto SO L
= xOy OyOS.
-Notacion: xO S

% Definicion: Un conjunto S={ x}
cardinalidad, es ortogonal
= X, 0% O0a,B0A [ a#p < (% ,%)=0,|%| Oap0O~.

.oar A=conjunto indicial de cualquier

& Definicion: Dos subconjuntos SO Ly S, 0 L son mutuamente
ortogonales

-« xOy OxOSUOW S.

-Notacion: S O S

I Teorema de Pitagoras generalizado:

Sea {x}_, OL, cardl <00, , un conjunto ortogonal tal que » x, = X.

ndl
Entonces,

2
=2 0% -

ndl

= >|Ix,| es convergente, con suma |’ =
nQl

2%,

nol

» Dado S={x}
independiente - 00S.

.oa b L, conjunto ortogonal, S es conjunto linealmente
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# Definicion: Sea un subconjunto AO L, Az . Se define su complemento
ortogonal A” como el subconjunto A’ ={xOL / xOy Oyd AO L.

» Dado AOL Az0= A« L.

» Dados AOL, A0 y BOL, Bz =

e AOB= B O A

e A A™

e ADB= A" O B"
.AD=ADDD

e AnA°=0 O An AD={6}

e xOAN AN = x=0

) (Z)D =A’
Lol v {4
o[A] = A

* Si Aes denso en L, esto e&= L, entonces= A’ :{6}

Proyectores ortogonales

# Definicion: Dados dos subespacios lineales M,<L y M,<L tales que
L=M,0M,, un proyector de L sobre M, en la direccion de M,,
P“;"lz =R, :L- M, se dice que es un proyector ortogonal < M, 0OM,.

B Dados un proyector ortogonal Py el operador identidad | en L= el

operador | —P es proyector ortogonal con recorrido R(l-P)=ker P y nucleo
ker (I -P)=R(P).

> Todo proyector ortogonal B, es continuo vy, sii M ¢{6} , de norma unidad.

k= Dado P proyector ortogonalen L =
® kerP< L
® R(P<L
e kerP = (R(P))’
e R(P) = (ker Py’

b Dados dos subespacios lineales M <L y N<L tales que L=MION vy
M ON, entonces = [1 (existe un Unicoproyector ortogonal P con R(P)= M

y kerP=N=M".

-Nota: Obsérvese que, dado Mh< L, no esta garantizado que exista un proyector
ortogonal B¥", o sea, no siempre se tendr& M [0 MU (algo que si ocurre cuando el
espacio es completo, esto es, un Hilbert).
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m Conjuntos ortonormales

® Definicion: Un conjunto S={x} _ O L, A=conjunto indicial de cualquier
cardinalidad, es ortonormal
= Ses ortogonal y |x,[|=1 DaOA - <>g, >%> s Da BO A,

» Dado S={ )g}aDA O L, conjunto ortonormal = S es conjunto linealmente
independiente.

» Dado S={x} O L, conjunto ortonormal = 00S.
. - X
» Dado S={x} _ O L, conjunto ortogonal, 00S, entonces S, ={—”} es
1%l oo
conjunto ortonormal = §es conjunto linealmente independiente.

I Método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt:
Dado S={x} , O L, cardl < 0,, conjunto linealmente independiente,

entonces = existe un conjunto ortonormal §de la misma cardinalidad,

construible segin S :{q] = Yn } O L, donde
ndl

A

n-1
Vi=%5 M=% {u, %)y, 1 i I,yqueestal que [§]=][9.
k=1

4 Definicion: Dados un conjunto ortonormal S={x} O L y un vector

xOL, se definen las componentes de Fourier del vector X respecto al
conjunto ortonormal S como el conjunto de escalares (xa,x>Dk ,allA,

noténdose CY% ={(x,,%} Ok.

» Dado un espacio euclideo L y un subconjunto ortonormal finito del
mismo, S={x} _ O L, cardl =m,mON 'y finito, entonces =

ea) OyOL / |y ZM »‘ (%, )”‘

2
e b) Desigualdad de Bessel finita: OyOL / |[y|* 2 Z‘{)g1 y ., x0SO M
n=1

, x 0 SO

+ Dado (L,(D;ﬂ)y un subconjunto ortonormal a lo sumo numerable del

mismo, S={x} O L, card | < [, entonces = :
& a) Desigualdad de Bessel: OyOL / ||y 2 [(x, y}\z, x 0 SO 1]
*b) OyOL : lim(x,,y)=0, xO SO | i
) Oy.z0L1 Tvx)(x. sl b 0
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-Nota: Obsérvese que el conjunto de escal@qu} Ok , nO1, no son sino las
componentes de Fouridel vectoru respecto al conjunto ortonormSI:{ >g} o UL

» Dados (L(CI), S={x%} 0L, conjunto ortonormal de L, vy

Céx’s’={<xa,x>}aDAD k, conjunto de las componentes de Fourier de un
vector XL respecto a S, entonces =

o SW={x0S/ (x% X# C}GDA: { #.,0 Sesnumerable, esto es:
cardS® = card{ x, 0'S /( ¥ X% RDA= carfl ¥ = cards< O, vy
card (ix,;ﬁ):{<xa XOCHS (% N @)ams O, 5 €90 G*9 0k .

e OyOL / ||y||222‘<>§1y>‘2 im(x,y=0, xO0 0@ .

nJ n=e

* (para y=x) ¥ 2 X [(x. A"

ndJ

Oyl I IS w4 0 80

ndJ

e (para y=x) OzOL / [{di=>|(xx)(x.2 . x0 & O

ndJ

» Dados (L,(CI), S={x} , O L card S< ,, conjunto ortonormal de L a
lo sumo numerable, y C={A}

lm(x,%=0, x0$ 0@ .

-, Uk, conjunto de escalares de igual

cardinalidad que S, entonces, si Oy[L / Z)Inxn: y (esto essi la serie
g]]

converge en L con sumay) =
®a) A, =(x,y) OnOl

ob) |y =X AL =[x, [ (Identidad de Parseval)

nOJl nOl

-Nota 1: Obsérvese que, en gener@:|)ln|2 convergentemxﬁ > A, convergent;

] o
ademas, y aun aunqu§ld, =(x,X)}=C%Y vy D Ax=>(x,xx  fuera
convergente, su suma podria sgDL,y:Z)Imn:DIZOg,);DI)g# », teniéndose
entonces, segun la identidad de Parsevalnuyl/ la mﬂﬂ@ de Bessel, que, dado

> AX =Yy, entonces = ||y||2 :%“Km y>‘2 :%I:|/]n|2 :%“K X, >§‘2 < || >H2, con

ndl

(%, ¥ =(%, =4, OnO L.
-Nota 2: En particular, en espacios euclideos cetogl (hilbertianos), si se tiene la

. . ., 2 e )
doble implicacion_ |4 convergente—- > A, x converger ; ademas, sb no es
ndl ndl

un conjunto ortonormal numerable cualquiera, sina lase ortonormahumerable,
entonces se tendra garantizagie X en las formulas de la anterior nota 1, esto es,

> O x%=x, [0 =] K

ncJl ndl
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m Bases ortonormales

4 Definicién: Una base ortonormal de L es un conjunto B L ortonormal
maximal (esto es, B L es conjunto ortonormal y )ﬁSD L conjunto
ortonormal / B& S).

# Todo conjunto ortonormal puede ampliarse a base ortonormal.
e Todo espacio euclideoL E(L,(E[)]) , Li{q , posee al menos una base

ortonormal.

€ Definicion: Un conjunto ortonormal SO L es un conjunto total < S ={f)} .
P Un conjunto B L es base ortonormal de L = Bes un conjunto total.

I Todas las bases ortonormales de un espacio pre-Hilbert o euclideo tienen
la misma cardinalidad.

4 Definicién: La dimensién ortogonal o hilbertiana de un espacio euclideo se
define como el cardinal de sus bases ortonormales: dim, L =cardB,

B =base ortonormal de L.
4 Por convenio, si L ={f)} , entonces dim, L=0.

» Dado (L,(CI})) con dimL < O, (dimensién lineal) =
® a) Dado S={x} OL, cardl = dimL, base de Hamel de L, el

conjunto § ={y} _, O L, obtenido a partir del S mediante el método de
ortonormalizacion de Gram-Schmidt, es b.o.n. de L.

# b) Toda base ortonormal es base de Hamel.

e c) 0 una base ortonormal numerable (=b.o.n), B={e} con

nol !

cardB = card < [,, tal que OxOL Om(XYO N, m finito / x=> (¢, X g donde
n=1

{{en, x)}::1 son las componentes de Fourier del vector X respecto a la base
B.

e d) dim,L=dimL.

-Notas:
1) Si L es completo (cualquier dimensiés) dine dim.

Z)ﬁ L completo (Banach) codimL =01, .
3) En general, puede ser diw dim (i.e.. lo es paraL completo con
dim, L = 0,).
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m Interrelaciones en un euclideo

» En un (L,(CI)), espacio euclideo general, se tiene:
oL;t{ﬁ} espacio euclideo = [ un B base ortonormal de L, y puede

[ un SOL, conjunto ortonormal (si 0, es también base
ortonormal) para el que se cumplen las siguientes propiedades e
interrelaciones:

B =b.o.delL
S,si [, esb.o.deL

B I RN LR
< > e

Ox,yOL:(x y= X , UxOL:x= :
(= 3 (o PRERT:

-Nota: En todas las series que aparecen se cumplengoisites que garantizan que la
convergencia de las mismas, y en su caso el valte duma, no se ven afectados por
reordenaciones.

-Nota sobrdgerminologia:
® Algunos autores definen, alternativamente:

1) Un conjuntoortonormal completacomo aquélS tal que S” :{6} (aqui: cuando
S’ 2{6} , entoncesSes un conjuntertonormal tota}.

2) Una base ortonormalcomo un conjunto ortonormal tal quel_:ﬂ (aqui: lo
primero, un conjunto ortonormal maximal; o segungoconjunts que expande L).
3) Un conjuntoortonormal cerradoScomo aquél tal qué =[S] .

-Nota sobreconvergencia de las series

# En todas las series que aparecen en espacios ragrgaeuclideos, se satisfacen
siempre, en cada caso, las condiciones que gaaargize ni la convergencia ni el valor
de la suma quedan afectados por reordenacionésmi|os en la serie.
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m Espacio euclideo separable

% Definicion: (L,(CI)) es separable - existe un subconjunto no vacio a lo

sumo numerable denso en L:
L es separable - [DOL,D#z0 ,cardD< 0O, /D=L.

» Dados (L,(D;ﬂ) separable y SO L conjunto ortogonal (u ortonormal ) =
S es a lo sumo numerable: cardS < O,.
¢ Dado (L,(CI)) separable = dim, L < O,.

» La separabilidad es un invariante topoldgico.

m Interrelaciones en un euclideo separable

» En un (L(fI) euclideo separable (no necesariamente
completo) se tiene:

L Li{f)} espacio euclideo separable - [] un §,, U L, conjunto

ortonormal a lo sumo numerable (card §, < [0,) / L=[S] .

¢ Interrelaciones:

S,=Besb.o.n dd

— o
( [5.] BOL =2 x
1
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# Sea un espacio lineal L = (X, +, ) sobre el cuerpo k.

m Espacio de Hilbert

4 Definicion: Dado un espacio euclideo o pre-hilbertiano (L,<ED]), constituye

un espacio de Hilbert = es completo respecto de la topologia inducida por
el producto escalar = toda sucesiéon de Cauchy es convergente.

-Nota: algunos autores definen un Hilbert requitienademas, la separabilidad del
espacio; otros, también, una dimensién lineal nibefi

> (L,(D;E)es espacio de Hilbert < (L,||0), con la norma derivada del
producto escalar segin |X| = +/(x,x OxO L, es espacio de Banach.

Complecién

4 Definicién: Dado L=(L,<EI;E) espacio euclideo no completo, se define una
complecién del mismo como un espacio L~ E(L>,<D>]>) tal que:

a) L es espacio completo, esto es, hilbertiano.
b) Contiene un subconjunto L, denso en L”, esto es, L,=L".

c) (L,,(CLL) es isomorfo en producto escalar con (L,(C1}), Ly=L.

P Todo espacio euclideo admite una complecién, Unica salvo isomorfismos
en producto escalar.

Ejemplos
. n 2 :
b (kn)|0), donde X=(ay,...a,), a0k DiD{1..n} v |¥.=(X|a;|"|
-l
es espacio Hilbert (separable).

> 12=(2]0,), donde | ¢ k=, es el subconjunto de las sucesiones

de cuadrado sumable, esto es, de las sucesiones

x={a}  =(a,.a,....a,..), a0k Oi0lI ={1,2,..n,.} card | =0, tales que
1

i|ai|2 <w, |l=<k=, con ||x||2 :(Z|ai|2J2, es espacio Hilbert (separable).
i=1

iol
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# Sea un espacio de Hilbert H =(L,(CI}) y sea ||0] la norma inducida:
Subespacio de Hilbert

» Dado M <H = (M,(CI)) es espacio de Hilbert

-Observacién: Dados H y M OH,M<H, no siempre (M,(CI]) es un
espacio de Hilbert.

4 Definicién: Dado H, seaun M OH, M <H, tal que M =M, entonces el

espacio de Hilbert (M,(CI) constituye un subespacio de Hilbert, o
subespacio hilbertiano, M <H , del H original.

Propiedades
» ACH, A#0 escerrado- ACH, Az escompleto.
» DadoH, A<H = A<H = (A(()) es (sub)espacio de Hilbert.

» DadoH, M <H / dimM =n (finita) = M <H = M (OJ es (sub)espacio de
Hilbert.

» DadoH, M <H / dimM =n (finita)= M =M.

P DadoAOH , A20 = A'<H.
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m Conjuntos ortonormales en un Hilbert

» Dados S={x}  OH, cardl< 0, conjunto ortonormal a lo sumo

numerable en H:
* Dado C={/1n}nDI Ok, conjunto de escalares de igual cardinalidad que S,

entonces:
(O enL H)
a) >|A| convergente - > A, x converger
ndl (:> en H) ndl
b) Dado Y |A [ =4 = OyOH / > Ax =y, entonces =
ndl nQl

(%, ) =4, 0001 ; |y =X =4=3|(x, Y[ (identidad de Parseval
ndl ndl

e OxOH se tiene > (x,,X) X,=y, con yOH tal que:

ndl

a) (%) =(x, ) 01, lim(x,%=C.
b) " =X, y>\2=§\<>a, W < |f

(a partir de la desigualdad de Be3sel
B Teorema de Riesz-Fisher

I Teorema de Riesz-Fisher (" las bases ortonormales de H expanden H ”):
Dado el conjunto ortonormal B={><0,}0,DA U H, B es base ortonormal de H

= ﬁz H, esto es, B expande H .
» (Riesz-Fisher 2) “L)([a,b])= (L2 (a b).II0l,), p= 1, es completo” (tema 3).

® Nota: Por tanto, en un espacio de Hilbert todos las proposiciones en el diagrama
correspondiente (comparar paginas 8 y 13) estadn interconectadas por < , y todas las

bases ortonormales B en el espacio las satisfacen.

P Teorema: B c. ortonormal de H es base ortonormalde H < [B] =H.

m Relaciones entre dimensiones

» Dado B={x,} O H, card A> O,, base ortonormal no finita en H =

B no es base lineal de H .

eDado H / dimyH =20, = dinH > dimH.

e Dado H, dim, H =0, (H separable con dimensién no finita) =
dimH >0,.
» /H / dimH =0,
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m [somorfismos
» Dados dos espacios de Hilbert H, y H,, dim, H, =dim, H, <
H, y H, son isomorfos en producto escalar.

® Para cada cardinal [, en su caso, un Unico espacio de Hilbert (o sea:
puede existir o no, pero si existe, es Unico, salvo isomorfismos isométricos).

m Interrelaciones en un Hilbert

» En un H=(L,(LL), espacio de Hilbert (no necesariamente
separable), se tiene:

oH ¢{6} espacio de Hilbert = [] B H, base ortonormal de H (y [

al menos una), se cumplen las siguientes propiedades e

interrelaciones:
C B es b.o. deH >

( )ééw W= T oA
1

Ox, yO H: x,y>= DB;BW))<>§>§><>,§,)) <:> OxOH:x= > (%, %%

XnDB(X)
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m Espacio de Hilbert separable
I CaracterizacionUn espacio de Hilbert H ¢{6} es separable < existe una

base ortonormal a lo sumo numerable del mismo.
-Nota: recordar la definiciotd esseparable- ODOH, D#0 ,card D < O, / D=H.
» La separabilidad es un invariante topolégico.

P Todo espacio de Hilbert separable con dimensidn hilbertiana infinita es
isomorfo isométricamente con el espacio de Hilbert 2.

» DadoH espacio de Hilbert separabM, <H = (M (ED]) es espacio de Hilbert

separable.
-Nota: En general, dadpX, d) separable= todo A0 X es separable.

P Postulado I de la Mecanica Cuantica: A cada sistema fisico que se pretenda
describir en el marco de la MC, se le hace corredgoun espacio de Hilbetd complejo
(k=C) y separable.

m Interrelaciones en un Hilbert separable

» En un H=(L(C), espacio de Hilbert separable, se tiene:
s H ¢{6} espacio de Hilbert separable= [] B 0OH, base

ortonormal (y [ al menos una, y toda base de H ha de ser finita o
a lo sumo inf. numerable: b.o.n., con card B, < [];), se cumplen las

siguientes propiedades e interrelaciones:

( B, esb.on. diH )
(o 10

H =8, ] XM = 4
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m Teorema de proyeccion ortogonal

» Teorema de proyeccion ortogonal:
Dados H (no necesariamente separable) M <H, y definida OxOH la

distancia de x a M segin d(x, M)=irulhfﬂ|| x— Y OR, entonces OxOH =
Y

a) Ux, OM / |x=2%]=d(xM) (%, =x,(9)
b) (x-%,)OM ; ByOM, y#x, [ (x-y)O M
c) xOM < X, =X (=d(x M)=0).

d) Corolario 1: H =M OM"

e) Corolario 2:M =M™,
-permite demostrar facilmente el anterior teorem&ksz-Fisher.

# Un enunciado alternativo, en términos de proyectores ortogonales, seria:
[u] . e
Dados H y M<H = [P, =R , proyector ortogonal en la direccién de

M (R, +P.=1; H=MOM"; B,x=x%, OxdH).
b DadosH y sus subconjuntos no vaciésM, B:
¢ A<H = (A= A" ; A=H = A'={1])
eM<H = (M=M™" ; M=H = MD={6})

® Ammzm
(=enL H)
o[A=H - A”={0
(0 en H)

* A<H, B<H, Al B= A+ B« H.

m Aproximacion optima a un vector
4 Definicion: Dado un conjunto A={x,} __ 0L, C= conjunto indicial de

cualquier cardinalidad, subconjunto de un espacio normado (L, |d), si
existe y es Unico, se define la aproximacion éptima a un vector x del

espaciolL en términos de los vectores de AU L como el vector

Xy OAOL / H X— ﬁ%”s” x- y O yJ 4 pudiendo entonces definirse la

distancia del vector x al conjunto A como el real d(x A :H X— ;?H

4 Definicion: Dado un subespacio M < H , se define la aproximacion dptima
a un vector x del espacioH en términos de M como el vector

X OM < H / HX‘ )Q;It)HS” x=y O yd M, siendo Hx—x‘):ﬂ)H la distancia del
vector X al subespacio M, d(x, M)=H X— )Qj't)u

-Nota: por setM <« H , est4 garantizada la existencia y unicidad(ﬁ’{é .

© m.c. Bosca, U. de Granada 15



B Dados M <Hy xOH = x™=P,x=x, .

pt
» Dados S={x} 0O H, cardl < 0,, conjunto ortonormal finito en H, y

el subespacio M =[S]<« H= XV = B, x=%,=>_{ %, ¥ X,.

pt
ncJl

-Nota: en dimension finitad =S| :ﬁ < H.

» Dado S={x} .

card A),yseaM =[S]< H = OxOH es %3 =PB,X=x,= > (% X %.

0 H, conjunto ortonormal en H (sin restriccion sobre

x,08™

(xf)g’{’ es la aproximacion 6ptima a x en términos de vectores de M ).

-Nota: Obsérvese que los escala(ex§, x>D]1<s son las componentes de Fourds
vector X respecto al conjunto ortonormalS, y recuérdese que se tiene
s¥={x0Ss/ (% xz 0}0@ ={ ¥_,0 S/ card 8= cafl k = cardd O,.

e Corolario 1:Dado xOM =[] = X=PR, X=X, = Z <)g,, )}2 % .
x,0S™)

e Corolario 2: Si S=B=bo (base ortonormal) de H
(M :[S: q = H)

= OxOH [ x=B,Xx=%, = >, (X.% X.

x, 0B

m Teorema de proyeccion y aproximacion optima en un
Hilbert separable

» Dados H separable y M <H = [ proyector ortogonal B, EPMM]
(Ry+P.=1;H=MOM") tal que OxOH es B, x=x%,=>(x,% X con

noJl

Xy OM, card <0, y {x},, =B, =han, base ortonormal numerable de M.

nQl
» Dados H separable, M <H y una b.o.n. de M, B™={x} OH,
card < O, = la aproximacién 6ptima a un vector XU H por elementos
de M tiene la expresion: X% =B, x=%,=> (%, ¥ X,.

pt
ndl
# Corolario: Si S=B=b on (base ortonormal numerable) de H

(@M:[S: q: H)
= OxOH setienex=R, x=x, = > (X ¥ X.

x,0B
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