METODOS MATEMATICOS
ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES LINEALES

Profesora: M2 Cruz Bosca

TEMA 4: OPERADORES LINEALES

# Notacion sean L =(L,|I0,) v L,=(L,,||0),)dos espacios normados; sea T un

operador lineal T: D(T)< b » L2, de recorrido R(T)< L,; seaL(L)el espacio lineal
constituido por todos los operadores T con dominio D(T) =L y recorrido R(T)< L, y sea
H un espacio de Hilbert.

»Lema 0D [D=H setiene (X, y)=00yd D = x=0.
» Lema: Dado TL(L), L pre-Hilbert, k=C = (T =0« (x,TX=0 0xJ L).
» Lema: Dados T. JL(L), 1=1,2, L pre-Hilbert, k=C =

T=T, o (xTH=(xTH 00 L

m Aplicaciones lineales entre espacios lineales

4 Una aplicaciéon T con dominio D(T) y recorrido R(T),

T:D(MOL - RTNU L, es aplicacion lineal u operador lineal del
espacio lineal L; sobre el espacio lineal L,, ambos sobre el cuerpo comun
N\, sii satisface:

a) D(M)<L

b) T es univaluada: OXOD(T) Qyd R T) : T = ! (notacidn:
y=TXx),

c) Ux, yO D(T), Ua,fON : Tax+By)=aT(X+L T( Y.

e Denominacion: aplicacion lineal = operador lineal = homomorfismo.

4 Una aplicacion T con dominio D(T) y recorrido R(T),

T:D(MUOL - RT)O L, es aplicacién antilineal u operador antilineal del
espacio lineal L, sobre el espacio lineal L,, ambos sobre el cuerpo comun
N\ =C, sii satisface:

a) D(M)<L

b) T es univaluada: OXOD(T) Qyd R T) : T = ! (notacidn:
y=TX),

c) Ux,yO D(T), Ua,fON : Tax+tpy)=a*T(3+L8* T Y.
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» Propiedades:

Dada una aplicacion lineal T:D(T)< L, - RT) O L, se tiene:

a) R(M< L

b) T(0,)=0, (0, es elemento neutro de laley (+) en L., i = 1,2)

c) T(=X)=-T(X [ IXT)

d) kel‘T={XD D() : Tx= Q} < L, (ndcleo o kernel del operador)

e)Si D(T) = L,ydim L, esfinitat dimD(T)=dimkerT + dimR(T),
denominandose nulidad de T ala dimkerT y rango de T ala dimR(T).

o Grafico de un operador lineal
& Dada una aplicacién lineal T:D(T)O L - R(T) O L, se define su

grafico I'(T) como
FM={0x%)0L>xL : xODT), x=TxJ R0 Ix L.
»FTM)<LOL,

» Teorema del grafico: Un subespacio lineal I'(T) <L [0 L, es gréfico

de algin operador lineal entre Ly y L, = ((Q,y)Dr = y:@) (esto

es, si [ corta al eje L2 , lo hace sélo en el origen).

# Igualdad entre operadores lineales: Dados dos operadores lineales
T, vy T,, son iguales < T(T)=I(T,) « D(T)=D(T,)=DT) vy
Tx=T,xOxd OT).

4 Extensiones y restricciones: Dados dos operadores lineales T1 y T2,
tales que D(T)UD(T,) vy Tx=T,xOxX1 T, entonces T, es una
extension de T, a D(T,), y T, es una restriccion de T, a D(T,).

» Notacion:

e T,UT, »» T, es una extensién de T,.

e T.UT, »» T, es una restriccién de T,.

e Operador lineal inverso

€ Dado un operador lineal T: D(T)< L1 » R(T)< L la relacién inversa T
se define segun:

T DA™ =RT - RTY= D07 tal que OyOD(T™) se tiene T™Py=x
con xOD(T) y Tx=y.
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® En general, T"™ no tiene por qué ser un operador (i.e.: no tiene por qué
ser univaluada).

» Dado un operador lineal T: D(T)< L1 -~ R(T)< L la relacién inversa T
es un operador lineal T:D(TH=RTN<L > RTY=DBJ< | - T esun
operador inyectivo < [(Tx=Tx) = x=%] < [Tx=0,=x=0], i.e.:

kerT ={Q} .

€ Dado un operador lineal T: D(T)< L —» RT)< L, T se define como
operador no singular « [T operador lineal.

P Dado un operador lineal T: D(T)< L - R(T)< L no singular =
e OT'T=1, :D(M) - DM/ T 'Tx= xdx1 O7)
e OTT'=1.:R(M- RT/ TT' ¥ Y1 ¥ RY

# Dado un operador lineal T: D(T)<L- RTM< L, T se define como
operador invertible < D(T)=R(M=Ly T es no singular =« 0OT, T,
operadores lineales, y TT*=T'T=1I.

4 Dados dos operadores lineales T: D(T)<L - R(T)< L, i=1,2, tales que

D(M)UD(,) v T,(XN=T(X OxXJ T), se dice que T, es una extension de
T, a D(T,) y que T, es una restriccion de T, a D(T,), simbolizdndose T, O T, .

m Operadores lineales acotados y continuos

@ Operador lineal continuo/acotado  ([J.4)

# Dados dos espacios normados L, y L, sobre el mismo cuerpo k, un
operador lineal A:D(A) <L - RIA< L es continuo en xUOD(A) -

- 0e>0 DO(x,£)>0 / |AK)» Ay}, <e Oyd D(A)tal que|x-y|,<d

- D{x}"_ OD(A setiene quex, - x = A(%)- AX.
4 Un operador lineal A: D(A) < L, - Lyes continuo si lo es Ox[O D(A).

& Dados dos espacios normados L, y L, sobre el mismo cuerpo k, un
operador lineal A:D(A <L - R A< L, es acotado
- [kOR finito, k=0 / |Af,< K X, 0>0 D(A.

|4,

& -Nota:Obsérvese qui . = sxgopw es el menor valor de k para el que se verifica
1

la anterior desigualdad para todo operador lineatialo.
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» Dados dos espacios normados L, y L, sobre el mismo cuerpo k, un
operador lineal T:D(T)< L - RT)< L es continuo -

< es continuo en un punto de su dominio (cualquiera)
< es continuo en x=0
= es acotado.

» La suma, el producto por un escalar y la composicion de operadores
lineales continuos dan como resultado otro operador lineal continuo.

o Norma de un operador lineal acotado

4 Definicion: Dados dos espacios normados L, y L,sobre el mismo cuerpo k
y un operador lineal acotado A:D(A)<L - RIA< L , se define la norma
del operador,

|Al=sup=-r=

P20 ||X||

"'II/WIZSIIAH [%, 5X0 (A .

>0, segun

P Teorema:Definiciones equivalentes para la norma de un operador (jlineal
acotado!):

a) |A|=inf{kOR, k=0 / |Af,< K ¥ 0 DA

b) sup||Aq, c) sup 14, d) sup||Aq, .
o=t st I, P

o Propiedades

> (A(L,L,),/I0N) es un espacio lineal normado (cuerpo k).

» (4(L,L,),[I0) con L, espacio de Banach es un espacio de Banach.
» AL, L,)=24 (L, L)% L(L,L,) .

» AL, L)=£.(L,L)=2(L,,L) .

» En (A(L,L,).[l) la suma (de elementos de4, esto es, de operadores lineales

acotados) el producto por un escalar y el producto de operadores son
también elementos del espacio (o sea, operadores lineales continuos).
-Por ejemploA, - A B - Ba,-a= A+B - A Bo,A-a AJAB- A.

w Dados A OA(L,L) y AOA(L,L), < | Al
AADA(L L)y [AAl<|AlDA].

-Nota: la ultima propiedad permitira que/(H) =.4(H,H), H =espacio de Hilbert (y, por
tanto, espacio completo), constituya un algebrBatech.
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B El espacio Banach.4(H)=.4(H,H) con dimH >1 no es espacio euclideo

(i.e.: la norma no cumple la ley del paralelogramo, o sea, no deriva de un
producto escalar).

@ Teoremas del operador inverso acotado
» Dado un operador lineal T: D(T)<L - RT< L, L,#{0,}, entonces

OT™ operador lineal acotado < Ok>0 : [T, = K/}, O xJ D(T).
» Dado un operador lineal acotado biyectivo A: L. - L2, con L, y L,

Banach, entonces OA™ y es operador lineal acotado.
@ Representacion matricial:

# Todo operador lineal acotado AOA(H) con H espacio de Hilbert
separable, admite representacion como una matriz cuadrada de elementos
A =<¢, A¢>, siendo {q}iDI , card 1<0,, una base ortonormal numerable de

H y teniéndose OxOH, x=) a;e, que

icl
Ax=Z[Z A, j e
o\ jo
esto es,

(Ax)i :z '%aj ’

il

m Operadores cerrados
@ Definiciones y teoremas

4 Un operador lineal T: D(T)< L1 - Lz se define como cerrado < su
grafico 7(T) ={(x y)O Lx L, : xO D(T), y= Tk< LO L es cerrado (i.e.:
n(T)=n(T) < L UL, ; recordar que L UL, es el espacio suma directa externa
de L, y L,, donde se ha definido la norma |(x, y)| =, +| ¥{,; dado

S< LOL, S esgrafico de un operador lineal T: D(T)< L - L2 =
((0,y)dS= y=0); ademas, si L, y L, son Banach, entonces L 0L, es

Banach).
B Un operador T: D(T)< L - L2 es cerrado -

O{x} ., OD(T), % - x Tx > Y= (I O, ¥ T

» Dado un operador lineal acotado A: D(A)< L - L=, entonces =
@ Si D(A)=D(A), entonces A es cerrado, y

e Si A es cerrado y L, es Banach, entonces D(A) = D(A).
» Dado un operador lineal acotado AOA(D(A), H), A es cerrado
= D(A) =D(A).
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» Teorema del grafico cerrado:
Dados dos espacios Banach L, L, y un operador lineal T: D(T)< LL - Lz,

con D(T)=D(T), entonces = (T es operador cerrado = T es operador
acotado).

# Un operador lineal T: D(T)<L - L. se define como cerrable o
clausurable < posee extension TS 0T cerrada

ext

(e OT,,:D(M.)<L - L : DT )OD), Tox=TxOX3 OXT) y T, es

ext *

operador cerrado).

B Si T es cerrado, es cerrable (e.g..T_,=T).

B T es cerrable = 7(T) no posee puntos (0,y) con y#20 =
(%} ODT), %, -0, T~ )= y=0]-

. ({xq}m 0D(T), %~ x {Tx} - ;} ~.

{yn}nDN O D(T)’ Yo = % {T%} - 2 e

I Dado T operador cerrado o acotado, y no singular = T es operador
cerrado.

& Clausura de un operador

# Dado un operador cerrado o cerrable T: D(T)< L —» L2 , se define su

cierre o clausura T como su extension cerrada minimal, i.e., la extensidon

cerrada del mismo tal que, dada cualquier otra extensién cerrada T, de él,
. T c

se tiene n(T) On(T,,) -

k Dado T operador cerrado = T=T.

P Dado un operador lineal T: D(T)< L - L2 , operador no cerrado pero
clausurable, entonces =

® T posee clausura 'T,

@ n(T)=n(T),

e D(T)0D(T)0D(M.
E Nota: Existen operadores lineales D(T)< L. - L2 que son:

# Cerrados pero no acotadesq: el operador diferencial, ver Vera p. 192).
@ Acotados pero no cerradasd: el operador identidatl, D,& L, ver Vera p. 192).

® Ni cerrados ni acotados.
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m Extension de operadores lineales acotados

» Teorema de extension de un operador lineal acotado recorrido en
un Banach
Dado un operador lineal acotado A:D(A <L - L, con L, espacio de

Banach, entonces = 1 A_.: D(A,) =D(A < L - L, , operador lineal acotado

ext”

tal que:
. 'Afextlz| Al i'e': A%xtX: AXDXD u A y ”(Ahxt) DO(A)
* D(A,)=D(A

e OxOD(A) : A, x=lim Ax con {x} OD(A y X, - X

ext

oJAd=IA v A=A

b Todo operador lineal acotado con dominio de definicion denso en el
correspondiente espacio normado y recorrido en un Banach puede
extenderse a todo el espacio conservando su norma.

» Dado A:D(A <H - H, operador lineal acotado con dominio y recorrido
sobre un Hilbert, entonces = existen unas extensiones acotadas A de A a

m, A: D(K)=ﬂ<1 H- H, Unica, y A, de A a todo el espacio,
A, :D(A,)=H - H, no unica en general, tales que:

o ADA, je.: Ax= AxOxJ O A; n(AOn(A; D(A=D(ALDA vy
OXxOD(A) : Ax=lim Ax con {x}ODA) Yy x, - x.

o A, OA, e Ax=AxOxd O A; 7(A,)0n(A; D(A,)TD(A vy, puesto
que OxOH : x=x+ x con x, OD(A) , xZD(TA))D, entonces OxOH\D(A):
A, x= Ax+ A %, siendo A ,0.4((D(A)",H) (i.e: un operador lineal acotado con
dominio D(A,) =(D(A)) ).

o |Alz[A=1A (A[=[4=]4 cuando A, =0).
P Todo operador lineal acotado con dominio y recorrido en un Hilbert puede

extenderse a todo el espacio; por tanto, en el estudio de un operador
continuo A sobre un H puede suponerse siempre que el operador

AO.A4(H)=.4(H,H) (aunque su extension, en general, no es UnicgA) # H).
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m Teorema de representacion de Riesz o de Riesz-Ftéch

B Dado un espacio de Hilbert H, entonces un funcional lineal
FOH < OgOH / F(x)=(g,% OxJ H, teniéndose |F|=|g| (gse denomina

el vector “generador” del funcion& , H™ representa el espacio dual d¢l , véase tema 5).

m Adjunto de un operador

# Dado un operador lineal acotado AO.A(H) se define su operador adjunto
A" como el operador lineal A*:H - H tal que <A+x, y>=< x Ay Ox Yyl K.

» DAOA(H) O A"OA(H) (demostracionrequiere el teorema de Rigsz

* El concepto de operador adjunto generaliza el de matriz adjunta, pues si,
como vimos, todo operador lineal acotado AOA(H), con H espacio de

Hilbert separable, admite representacion como una matriz cuadrada de
elementos A :<¢,A(.-;>, siendo {g} ., cardi<O,, una base ortonormal

numerable de H, entonces se tiene que la matriz asociada al operador
adjunto A" es la transpuesta de la conjugada de la matriz de A:
AT =)
» Propiedades: A, A O.A(H), se tiene

e AUA(H) = A'OA(H).

e A=Ay A’ es cerrado.

. ‘A* =|Al; @A) =a" A DaOk .
* (AtA)=A+A; (AA) = AA.
o [W=IA A A=] Asl=] A

® Si A es invertible, A*0A(H) = A" invertible, (A")"OA(H) y
(A+)—l - (A—1)+ ]
e kerA" = (R(A) y kerA=(R(A)); H=R(AOker A .

4 Dado un operador lineal T:D(T)<H - H, se denomina operador
adjunto de T, simbolo T, al operador lineal T":D(T")< H - H definido:

DD )={xOH /Og0OH:(xTy=(gyO ¥ NT}z0,
2) x> T 'x=g Oxd D(T).
B OTOL(D(T)< H,H), OT O0L(D(T')< H,H) = D(T)= H.

» Propiedades: Sea TUOL(D(T)< H,H) con D(T)=H (en particular,
OAOA(H)), entonces:

e OT " OL(D(T") < H, H) y es cerrado.

® SiT escerrado =D(T")=H = O =T.
 D(T')=H < Tes cerrable.
#SiD(T')=H = OT™=T.
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eSi M =T =T y (TI')+:T*.

oSi OThconDI*)=H = OT)" y (T) =(T".

o (Trxy)=(xTy 00 OT),0y1 OT.

e OTOL(D(T)<H,H), DT)=H, i=1,2 =

= (L OT,=> T OT); @])=a T Dalk .

o OT OL(D(T)<H,H) ,i=1,2,codT FD{+T, FH= T+TH)0OT+T.
e OTOL(D(T)<H,H),i=1,2,colDT FDEL FH= [THOTT.

m Operadores hermiticos y autoadjuntos

€ Dado un operador lineal T:D(T)<H — H con W =H, se define como
operador hermitico o simétrico = (Tx, y)=(xTy Oxy] OT) = TOT".
B Todo TOL(D(T) < H, H) hermitico es cerrable.

» TOL(D(T)<H,H) hermitico = TOT™* O T .

4 Dado un operador lineal T:D(T)<H — H con D(T)=H, se define como
operador autoadjunto = T'=T.

P Postulado Il de la Mecanica CuanticaCada observable de un sistema fisico se
representa en el formalismo matematico de la Meaa@uantica mediante un operador
lineal autoadjunto que actia en el espacio de Hi(t¢ complejo,k =C, y separable)
del sistema fisico considerado.

€ Dado un operador lineal T:D(T)<H - H hermitico (= D(T)=H), se
define como operador esencialmente autoadjunto cuando posee una Unica
extension autoadjunta - T es autoadjunto = T*=T"(T" es autoadjunto)
- T=T".

B Dado TOL(D(T) < H, H) hermitico (= D(T)=H):
® Puede poseer una, ninguna o varias extensiones autoadjuntas.
® Si T es esencialmente autoadjunto, admite extension propia Unica,

T..2 T, autoadjunta.
e Si T es autoadjunto, no admite extensién propia autoadjunta.

B Dado TOL(D(T)<H,H) autoadjunto (:ﬁz H), entonces
TOA(D(T)), i.e., es continuo = D(T)=H.
» Dado TOL(D(T)< H,H) hermitico (:ﬁ= H ) con cierre autoadjunto,
es esencialmente autoadjunto.
» Dado TOL(D(T) < H, H) hermitico (= D(T)=H):

¢ T es autoadjunto = R(T+il)=R(T-il)=H.

# T es esencialmente autoadjunto = R(T+il)=H = ker(T" +il)={¢ .
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® T es autoadjunto = (T cerradoy ker(T* +il)={q).

P Bloque 1 de propiedades: Sea TOL(D(T)< H,H) con ﬁ: H , entonces:
# Si Thermitico = (T es cerrable, OT* =T, TOT™OT).
e Si Thermiticoy T=T"" ¢ T" =T es cerrado y no es autoadjunto.
e Si Thermiticoy TCT™ =T =T tiene cierre autoadjunto (es
esencialmente autoadjunto) y no es autoadjunto.
e Si T hermitico y cerrado =>T=T=T" 0O T.
® Si T hermitico y cerrado = (T=T" « T es hermitico.
# Si T hermitico y cerrado =T es autoadjunto.

e Si T hermiticoy T=T" =T" = T es autoadjunto y cerrado.
¢ Si T es autoadjunto = T hermitico y cerrado.
® (T hermitico con D(T)=H = T es acotado )= T autoadjunto.

e Si Tes hermiticocon D(T)ZH y T es acotado = T es
esencialmente autoadjunto.

e Si T cerradoy TThermitico = T autoadjunto.
®Si dmH <o = (T hermitico - T autoadjunto).

» Lema: Dado TOL(H), tal que (xTX)=0 OxOH =

¢ Sik=Ry T=T" = T=0
e Sik=C = T=0

» Dado TOL(D(T)< H,H), k=C =
#SiD(T)=Hy T es acotado =
(T es autoadjunto = (x,TxOR Oxd H).

® Si T es hermitico (= D(T)=H)= (x, TXYOR OxJ D(T).

E Nota: Considerados los operadores linedledD T. <(H)-» H, D(T)=H:

® Existen operadores hermiticos no acotados no gutdad.
# NO existen operadores autoadjuntos no acotado® ¢oh=H .

P Bloque 2 de propiedades (acotados): Sea AOA(D(A) < H,H) con
m =H, entonces:
e Si A hermitico = A'=A.
¢ Si AOA(H) (estoes, D(A)=H)y A es hermitico = A"=A,ie., es
autoadjunto.
e Si A hermitico = puede siempre extenderse a D(A)=D(A")=H, de
forma que se obtiene un autoadjunto.
e Dados AUOA(D(A)) , i=1,2, autoadjuntos (TA): H) =
A+A,y aA, UaUR, autoadjuntos.
# Dados AUA(D(A)<H,H),i=1,2,conD A ¥D AA ¥ H,
autoadjuntos = (AA, autoadjunto = AA=AA).
e Si A autoadjunto con R(AO DA = A", n=0,1,2,.. es autoadjunto.
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» Dado AOA(D(A) < H,H) hermitico (= D(A) =H), entonces:
¢ Si D(A) #H, A es esencialmente autoadjunto.
®Si D(A)=H, A es autoadjunto.

b Dado AOA(H) con k=C; entonces:
¢ [0 expresion A=A +iA con A, AOA(H) y autoadjuntos.

o n=tiarny; a=tia )

E Es posible definir una relacién de orden parcial (i.e.: no todos los
elementos seran ordenables) en el conjunto de los operadores acotados
autoadjuntos (tanto para k=R como para k=C):

I Sea AA ={ADA( H) / A= A}, entonces:
4 Dados A BOAA : A<B=B=A = (x AY<(xBx) OxOH
®Si A<B = A+C < B+C OA,B,CO AA
®Si A<B = gA<aB OaOR,az0 O AB] AA

m Operadores positivos

4 Dado un operador lineal T:D(T)<H — H hermitico (= D(A)=H), se
define como operador positivo < (x,Tx)=0 OxO D(T).

» Dados T, y T, operadores positivos =

e T y T, conmutan.
#® Su producto no es, en general, un operador positivo.

» Todo operador ALOA(H) positivo es A=0 y autoadjunto.
» Dado AOA(H) = AA" y A"A son acotados, autoadjuntos y positivos.
» Dado AOA(H) positivo (= A es autoadjunto) =
® A+l es invertible
1 1
e & OB= A20A(H), operador raiz cuadrada de A, A?, tal que B*=A.

1 1

1 1
e A20A(H); A220y (A?2)" = A2,
% Dado AOA(H) se define el operador médulo de A, |A, como
1
A =(A Az
> [A20; | [A[=]A: (A=|a~[AA]=0).
Nota: en generalA+ BX|A+[8, [A8 2| A8 v | [A-|8) [X]A-e].

I
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m Proyectores ortogonales ([ .4)

Qo Proyectores ortogonales
4 Definicién: Dados un espacio euclideo L y dos subespacios lineales M, <L
y M, <L tales que L=M,OM,, un proyector de L sobre M, en la direccion

de M,, PM“"12=PM1:L_> M, , se dice que es un proyector ortogonal
- M, OM,.

» & Dado PO.A(H), se define como un proyector ortogonal sii P=P" = P2.

B Dados un proyector ortogonal Py el operador identidad | en L = el

operador | —P es proyector ortogonal con recorrido R(l-P)=ker P y nucleo
ker (I -P)=R(P).

I Todo proyector ortogonal B, es continuo, positivo, P=0, vy, sii M ¢{(3} y
P #0, posee norma unidad.

P Dado P proyector ortogonalen L =
e kerP<Ly R(P<L

e kerP = (R(P))” y R(P) = (ker P)’

b Dados dos subespacios lineales M <L y N<L tales que L=MON vy
M ON, entonces = [1 (existe un Unicoproyector ortogonal P con R(P)= M
y kerP=N=M".

-Nota: Obsérvese que, dado Mh< L, no esta garantizado que exista un proyector
ortogonal R, , 0 sea, no siempre se tendr& M [1 M U (algo que si ocurre cuando el
espacio es completo, esto es, un Hilbert).

» Dado un operador lined?dL(H), P es un proyector ortogonal-= P*=P vy
(x,Py)=(Px y Ox yJ K(estoes, siP es idempotente y autoadjunto).
P DadosP 0.A(H) ,proyectores ortogonales con recorrido M, =R(P)< H,
i=1,2:

® BPR, es proyector ortogonal sobre M;n M, = [R,P,]=0.

® P + P, es proyector ortogonal sobM, UM, = M, OM,.

eRPR=R- MOM,.

e P, - P es proyector ortogonal sobre M;'nM, « M,;0M, (R <R).

e Dada la sucesién {R}  con P <P si m<n = P - P con P

proyector ortogonal sobre UMn .
n
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m Operadores normales

4 Dado un operador lineal N:D(N)=H - H con D(N)=H, se define
como operador normal < N*N= NN’ (i.e.: [N, N*] =0, o sea, conmutan).

b Dado un operador lineal T:D(T)=H - H con D(T)=H, es operador
T*>H OXJH « T' es operador normal.

normal = |T¥ :‘

# Todo operador autoadjunto acotado es normal.
» Dado un operador lineal acotado AOA(H) con k=C, es operador
normal = [A,A]=0, con A :%(A+ A) y Ai\:zl_(A— K).
» Propiedades:
# Dado un operador normal acotado N = HNZH =||N||2.

® Dado un operador lineal T:D(T)=H - H, T operador autoadjunto

=T es normal.
¢ Si N:D(N)=H - H, i=1,2,normales = N+N,y aN, UOaUk,

normales; N,N, normal - [Nl, N;] =[ N,, NI] =0.

e Dada {N}_,, sucesion de operadores N,:D(N)=H - H, i=12,
normales acotados, N, - T, T operador acotado = T operador
normal.

m Operadores isométricos (O .4)

4 Dado un operador lineal T:D(T)< L - L con D(T)=1L, se define como
operador isométrico T, =[¥, OxO XT).

» Dado un operador lineal T:D(T)<L - L, con D(T)=1L, es operador
isométrico « (TxTy,=(xy, Ox ¥yl 0.

B Dado un operador T lineal e isométrico = T es operador acotado, no-
singular y con |T|=1.

P Dado un operador lineal T:D(T)=H - H con D(T)=H, es operador
isométrico = T'T = Iy, (restriccion de la identidad a D(T)).
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m Operadores unitarios ([ .4)

4 Dado un operador lineal acotado UOA(H), se define como operador
unitario < es un isomorfismo isométrico < es una biyeccion lineal y

(Ux,Uy)=(x y) Oxyd H(setieneDY FRY FH).

» Dado un operador lineal acotado UOA(H), es unitario = U es

invertibley U"=U" « U esinvertibley U'U=UU"=1 - U" es unitario
= U transforma una base ortonormal de H en otra base ortonormal de H.

» Dados dos operadores unitarios U;,U,0A(H) = su producto es también
un operador unitario UU,JA(H).

P Dado TOA(H)con H de dimension finita, si es operador isométrico, es
unitario.

B Todo operador unitario es normal.

» Dado TOL(D(T)<H,H) 'y definido el operador unitario
UOAMHOH) : UXYy)=(Y,X O(x y)d HI H, tal que U" =-U, se tendria,
supuesto que el operador poseyera adjunto, que:

OxOD(T) OyoD(T) : (T x y=(xTy=

= ()T ,U(TY =0 = 7(T)= (Ug (M),

de forma que siempre que el complemento ortogonal de la accidon del
operador U sobre el grafico del operador T sea el grafico de un operador

lineal, entonces puede definirse T", lo que ocurre para operadores con
dominio denso, D(T)=H.

4 Dados dos operadores lineales T :D(T)< H - H, i=1,2, se definen como
operadores unitariamente equivalentes < existe un operador unitario
UOA(H) tal que U(D(T,))=D(T,) y T,=U"'TU.

P La equivalencia unitaria es una relacién de equivalencia en la clase de
todos los operadores lineales T:D(T)<H - H.

» Dados operadores lineales, uno A:D(A<H - H acotado y otro
T:D(T)<H - H, unitariamente equivalentes = T es acotado y |T|=|A.

» Dados operadores lineales, uno T, :D(T)<H - H hermitico (o
autoadjunto, o unitario) y otro T,:D(T,)<H - H, unitariamente
equivalentes = T, es hermitico (autoadjunto, unitario).

P Dados los operadores unitarios A, A,B,,BOA(H) tales que A OO Ay
BUL B = ABUOI AB.
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b Mecanica Cuantica ElI operador de evolucidn temporgara un vector estado
(), ie: |w()=U(tt)|¢k,)), es un operador lineal unitario; para un sistema
conservativo,U (t,t,) = exp[-i ¢ —t,)E /%] es el operador evolucion temporal para los

estados estacionarioso estados propios de H con autovalor E (energia),
H|y(t,)) = E|¢(t,)) . donde H es el Hamiltoniano del sistema.

& Operador de Fourier-Plancherel:

-Se trata del operador unitario FDA(LZ(R)) tal que Of,gOL*(R) :

d oo -ixy _
(Ff)(y) = \/_d j f(x)dx c.d.
d +°°e+|xy_1
(Fg)(X) = \/_d j ——g(ydy cd

extension a todo LZ(R) del operador que da la transformaciéon de Fourier
sobre las funciones de la envolvente lineal de la b.o.n. de *(R):

o o0[{6}] / FOM=- [ 9ok DI,

_ 1 +o00 ]
Fg)(X)=—=— | €™ dy O XIR.
(Fro)(9 = j gy dy
(Ampliar: Abellanas y Galindo, pp. 188ss.).

m Operadores compactos (0.4 ; C(H)<4(H))

4 Dado un operador lineal T:D(T) = L - L, con D(T) =1L, se define como
operador compacto o completamente continuo -
~ dada la bola unidad B={XD L /| A, s]} , se tiene que T(B) es compacto

= O{x}_ 0B = {Tx} _ 0O T(B contiene alguna subsucesién
convergente (en T(B) )

= O{x}_ 0L, sucesién acotada, = {Tx} _ O L, contiene alguna
subsucesion convergente (en L,).

< [0SO L, subconjunto acotado, = T(S) es compacto.

= transforma sucesiones débilmente convergentes en sucesiones fuertemente
convergentes (nota: ver tema 5 para estos dos conceptos).

b Propiedades:

® Todo operador compacto es acotado (nota: existen operadores acotados no
compactose.g: paral, con dimensién no finita, el operador identidedl, — L, no es compacto; en

dimension finita, un operador es lineal es acotade= es compactp
® Todo operador acotado degenerado (i.e.. de rango finito,dimR(T) finita)

es compacto.
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e C operador compacto = C* compacto.
e A operador acotadoy A" compacto = A compacto.
e Dado COC(H) = OxO D(C), con norma || =1, tal que |[CX =¥ .

e C operador compacto = |C| operador compacto.
4 Sea C(H) el conjunto de los operadores C:D(C) = H — H compactos.

b Propiedades:

o C(H)<.A(H)
e OCOC(H), DADA4(H) = CAJC(H), ACIC (H)
e{C}OC(H), C,00. C = COC(H)

o {A} O.A4(H), A, degeneradain , AO. A- HC H

N
Pk Sea T=Z)I P, N<eo, con P, proyector ortogonal Un, AP Z00n y

n-n?
n=1

P OP, si n#m; entonces T es compacto < P, es degenerado [n .

> Sea T:ZAnF; , con P, proyector ortogonal On, AP, Z00n y P, OP, si
n=1
n# m; entonces T es compacto < P, es degenerado [n y limA, =0.

n-oo

N
B Sea CUOC(H), C operador normal = C:Z/inPn, N<o, con P,

n=1
proyector ortogonal degenerado [n, AP,Z00n y P, OP, si n#m, o bien
C=Z/1nF31 con P, proyector ortogonal degenerado Un, AP, Z0Un, P OP,

n=1
sinzmy limA =0.

n-oo

® Sean {e} " y {€,} _ dos bases ortonormales numerables del espacio H .

» Lema: Dado AD.4(H) tal que Y |Ag| <o, Ofe\} , b.o.n. de H =

Slaal =X [(en Adf =Xl el =T Af =T aq.
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m Operadores de la clase Hilbert-Schmidt (£, <)

# Dado AO.4(H), se define H|A4”2 E”A“i ZZHA(%”Z .

# Dado AD.4(H), se define A como operador perteneciente a la clase
Hilbert-Schmidt, o de Hilbert-Schmidt, sii H|A|” = A“Z < +00,

B+ Propiedades:

o DATLA(H) = [A]<]A,
e DADA4(H), |A,=0 = A=0

4 Sea C,(H) el conjunto de los operadores C,:D(C,)=H - Hde la clase
Hilbert-Schmidt.

b Propiedades:

. H||” define una norma en G, (H) (norma Hilbert-Schmidt).

& (G(H),|||) es Hilbert; (C,,B,)= > (Be, Cg), C,,B,0L,(H).

e,0b.an

o ,(H)<CH)<A(H).

e OCOG(H) = C'OG,(H) vy |C],=
e COG(H) = |CJOG(H).

e OCOCG,(H), DAO4(H) = CADC,(H), ACOC, (H).

¢ OCOG(H), DADA(H) = [CA,<[d,[ 4 . | Ad,<| ¢, -

C+

.

# Operadores integrales de Hilbert-Schmidt:

e Operador lineal continuo /KDA(LZ([a,b])), con dominio todo el
espacio y regla de actuacién

(L F) (=] K(x Y f(Y dy, con K(x,y)0E([abx] a t).

# Operador lineal continuoKl]A(Lz(R)), con dominio todo el espacio
y regla de actuacion

(/rf)(x):jR K(x y) f(y) dy, con K(x y)O *(R?).

® Propiedad: H/Uf H SHKH [I]]f

, por lo que | A <|K]|.

-Nota: estos operadores aparecen en la teoriaudeienes integrales.
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m Operadores de la clase traza (¢, <(,)

4 Dado AD.4(H) se define como operador de la clase traza C(H) o

1
trazable sii |A2 OC,(H).

® Dado AO.4(H), se define |A,= tr |[A= Y]

e,0ban

» Dado AD.4(H), AOG(H) = |A, <+ .

2
2

4| =3 (el Ad)=]

P Propiedades:

e DAO4(H) ,AOG(H) = |A|OC(H) = A=BCcon B,@IG H .
e ||O,=tr |Al define una norma en((H) (norma traza).

® (G(H),||i) es Banach.

e OCU4(H) = C'O4(H) vy ||, =|
¢ C(H)<CG(H)<CH)<AH).

¢ 0COG(H) = | <|d,=|d].-

e OCOG(H), DAD4(H) = CADG(H), ACIC (H).

¢ OCOG(H), DADA(H) = [[CA <[ d| 4. | Ad,s] ¢ #

C+

.

# Dado COC((H), se define su traza, trC, como el escalar

trCc=> (e,Ce).

b.o.n.

B La aplicacién tr :((H) - C satisface:
o trC" =(tr C)
¢ JNI0C = tr(AC)=A trC.

e tr (C+B)= trC+ trB.
e CO(G(H), ADL4(H) = tr CA=tr AC.

o |tr C|<tr|C].

*
.

m Operadores densidad (J¢) y estados en
Mecénica Cuantica (cf. Abellanas y Galindo, pp. 211-212)

# Mecanica Cuantica Los estados fisicos de un sistema cudntico se definen
como aplicaciones del conjunto P(H) de los proyectores ortogonales en H

(recuérdese: separable y complegmbre el intervalo [0,1], p:P(H) - [0,1], de
forma que p(P) representa la probabilidad de que al medir el observable P
en el estado p resulte el valor 1.

® Estas aplicaciones deben cumplir:
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a)p(0)=0, p()=1
bydi#j : p(iPi):i p(R) siempre que RUR.

i=1

P El teorema de Gleason asegura que, si dimH =3 = 0Op Qo0 (H),
autoadjunto (p" =p) y positivo (0=0), tal que trp=1y p(P)=tr (oP) OP.

4 Estos operadores P, que representan los estados del sistema fisico, se
denominan operadores densidad.

b Dados dos operadores densidad, p, y p, = toda combinacion lineal
convexa, esto es, de la forma p=Ap +A4,0, A,4,20,A,+1,=1, representa
otro operador densidad.

# Mecanica Cuantica Un operador densidad expresable como combinacion
lineal convexa de otros dos, con p=Ap +A,0, A,4,20,4,+4,=1, con

AA, %20, define un estado impuro o estado mezcla del sistema; si A4, =0 el
estado se define como estado puro.

B Todo operador compacto normal C (en particular, todo operador

Si nZ m.

n m

autoadjunto de clase traza) admite expresién C =z/1n|%, PUOP
1
b Todo operador densidad (que, por serlo, es positiyoadmite expresion
p=i/lnPn, A=20,P#00ny POP sing .
¢ Como trp=1, se tiene i“/lntrpn =1 = (P, 4,20 = P, de rango finitc.

e Y, supuestos dos A, y A, no nulos, entonces:

P AP+
=AP+ AP+ = AtrP| X |+ (1-AtrP)| 22— | , siendo 1-AtrP, # 0,
p 11 2° 2 1 l{trai| ( 1 Q{l_AltrH_:| 1 1
ya que A, #0.Luego el operador p es combinacién lineal convexa de los

dos operadores R y ,0—/11Pl.
trB " 1-AUPR

® Consecuentemente, p es puro = 0 es un proyector unidimensional

- trp®=1. En este caso es frecuente identificar el estado p con uno

cualquiera de los vectores de norma 1 que engendran el subespacio de
proyeccién de p.

©wmc. Bosca, U. de Granada 19



