METODOS MATEMATICOS III
ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES LINEALES

Profesora: M2 Cruz Bosca

TEMA 5: FUNCIONALES Y DISTRIBUCIONES

# Sea un espacio de Hilbert H = (L, +, -) sobre el cuerpo k.

m Funcionales lineales y espacio dual

4 Se define como funcional lineal o forma lineal en un espacio normado L
a todo operador lineal F:D(F)<L - k.

» Todo funcional lineal no nulo, F #0, con D(F)=L, es suprayectivo, i.e.,
R(F)=k.

» Teorema de Hahn-Banach:
Dados un espacio normado L y un subespacio lineal M <L del mismo,
entonces todo F:M - k, funcional lineal continuo sobre M, puede

extenderse a todo L, F,, :L - k , teniéndose |F,|=|F.

# Dado un espacio normado L, se define su espacio dual L' como el
espacio lineal normado L =(A4(L,k),||0]) de todos los funcionales lineales
F:L - k continuos.

» FOL = kerF<lL .

B Dadosun espacio normado L y un vector no nulo x, L del mismo,
entonces existe un funcional lineal acotado FOL tal que F(X,) =|x,|| con
[Fl=1.

» Dados un espacio euclideo (L,<[®) y un vectorgL, g genera un
funcional lineal continuo FOL para el que |F|, =|g
de actuacion F(x)=(g,x) OxOL.

-Nota: g se denomina como el vector “generador” del furalidh.

L1 definido por la regla

» Teorema de representacion de Riesz o de Riesz-téch
Dado un H, entonces FOH" « O gOH / F(x)=(g,x) OxOH, teniéndose
[Fl=llg] -
» Dado FOH", entonces se tiene:
e kerFCH = dim(keF ¥ = .
e kerF =H = dim(keF ¥ = C.
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» Dado FOZ(H,k), entonces FOH ™ < kerF <H.

»OF,F,0H" la aplicacion(F,,F,)=(g,.9,), siendo g, i=1,2, el vector deH

(Gnico) que generé&, , define un producto escalar &h .

» H y H son isomorfos antilineal e isométricamente; estde:H - H / 7 es
un operador antilineal y biyectivo que conservadema (y distancia):

e Ja,B0k, OF F0OH r@F+pF)=atrFL1F,)

o |7(F)|=|9||=|F| OFOH", siendog el vector deH (tinico) que generé .

» Dado un espacio normado (L,||0]), su espacio dual, L =(A4(L,k),||0) vy el

dual de su dual, L, son espacios de Banach; dado un pre-Hilbert H, su
dual H™ y el dual de su dual H™ son de Hilbert.

€ Dado un espacio normado (L,||[]), se define como reflexivo <« Ly L

son isomorfos isométricamente.
 Dado L reflexivo = L es Banach.
B Todo H es reflexivo.

Bk Si H es separable, entonces, dada una base ortonormal numerable de
H, {e} . card I <0, se tiene:

g=>ag=>{e,9)e=>1(g,6)e=>F(g)e , siendo FOH" el funcional
iol iol il iol
lineal continuo generado por el vector g de H cf. el teorema de Riesz.

m Formas sesquilineales

# Se define como forma sesquilineal en un espacio normado L a todo
operador lineal F:LxL - k que verifique los siguientes axiomas:
Ax. 1: F(x,y+2)=F(x,y)+F(x,z) Ox,y,zOL (distributividad a la derecha)

Ax. 2: F(x+y,z2)=F(x,2)+F(y,z) Ox,y,zOL (distributividad a la izquierda)
Ax.3: F(ax,By)=a BF(x,y) Oa,f0k Ox,yOL (homogeneidad)
-Si k=R, la forma se denomina como bilineal.

€ Si una forma sesquilineal F cumple también el axioma

Ax. 4: F(x,y)=F(y,x) Ox,yOL (hermiticidad),

entonces se define como forma sesquilineal hermitica.

-un ejemplo de forma sesquilineal hermitica lo proporciona el producto
escalar en un espacio euclideo.

€ Una forma sesquilineal F se define como acotada
- OkOR finito, k>0 / |F &y )<k ¥ |y] Ox yOL.
4 Dada una forma sesquilineal acotada, se define su norma, |F|, segdn
[F(x )|
Fl = supt+——-—
FI= 28 5
Pk Teorema:Dada una forma sesquilineal acotada F en un Hilbert H,
entonces O AOA(H) / F(x,y)=(x,Ay) Ox,yOH, teniéndose |F|=|A] .

(expresion que efectivamente define una norma).

©wmc. Bosca, U. de Granada 2



m Notacion de Dirac

% e Notacién de Dirac: OxOH, F,0OH" : F,(x)=(g.x)=(g |x)0k, escalar
resultado del producto escalar de los vectores g y x de H, o valor del
funcional continuo generado por g, F,[J H", en xOH . La notacidn de Dirac,
 y bra (s
<g|E F OH" representa el funcional lineal continuo F OH" generado por el

0 notacion bra-ket, introduce unos vectores ket

; el bra

vector gO0H (ges Unico en un Hilbert); <g|x> representa el valor del
funcional en el punto x[OH , punto o vector de H que se representa por el
ket |X).

® El producto escalar de dos vectores del espacio,(x,y)=F,(y)Ok, o valor
del funcional lineal continuo F, que genera X en el punto y, se representa
como el bra-ket (x|y)=(x,y)=(y|x) , denominandose producto interior de

Dirac o producto bra-ket.
® Dados un ket |X) y un bra (y|, el producto exterior de Dirac o producto

ket-bra |x)(y| representa:

-bien el operador lineal |x)(y|:H - H que hace corresponder a cada ket
|2)0H el ket |x)(y|z)OH,

-bien el operador lineal |x){y|:H* - H* que hace corresponder a cada bra
(z|OH" el bra (z|x)(y|OH".

» Dado un ket |x) de norma unidad ((x|x)=1), el operador |x)(x|:H - H

es el proyector ortogonal sobre el subespacio lineal cerrado generado por
1X); By = > |&)(&]| para el proyector ortogonal B, sobre M < H .

b.o.n.deM

4 En un espacio de Hilbert separable, el uso de esta notaciéon y la
disponibilidad de bases ortonormales numerables, {|en>}nDN’ permite

reescribir algunas de las ecuaciones introducidas anteriormente:

# Operador identidad:

LD IR CYICY

b.o.n.deH

# Identidad de Parseval:

(== Y [(ex)f

b.o.n.deH

- (b= =G )= (1) el K= X (s 6
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# Desarrollo de un vector en la base:

x= Y (e.x)g

b.o.n.deH
- =t =2le) ]9,
# Producto escalar de dos vectores:

(xy) =b.0§eH<x,%><%,y>
- (1Y) =(x11 ly) =X (xe)(a]y).

n

e Expresion del proyector sobre un subespacio M < H :
PiXx= D (%, X)X

b.o.n.deM
- PM: z |Xk><xk

b.o.n.deM

=) =R= 2 (k%)

b.o.n.deM
P En notacion matricial: las representaciones matriciales correspondientes,

dada una base ortonormal numerable {|q>}nDN del espacio separable H, en

aque [9)=Yae) . |y)=3Als), son

4

al
* |X)=|a, . (X= by
B
o |ly=1B| . Y=6258...
#® Producto interno bra-ket:
B
(Xly)=(a;.a5...)| B, |=D.a, B, .
® Producto externo ket-bra:
a, 0'1181 all[’kz
|X><y|= a, (B By )=| 0By a B, -
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m Topologias
B El estudio a fondo de los espacios normados (L,||[]) de dimensién

infinita requiere la introduccion de topologias adicionales a la topologia
usual, es decir, a la topologia inducida por la norma.

e Convergencias fuerte y débil de vectores
4 Una sucesion {x,} _ de vectores de un espacio normado L converge en

sentido fuerte o en norma a un xOL, denominado su /imite,
= lim|x~x|=0 < O&>0 [ho(e)ON / |[x-x|<e On>n,

n-oo

< 0Or>0 [h,(r)UN / x,0OBKs)On=n,.
e Esta es la convergencia usual que notamos x, - x 0 x O [ x.

© Una sucesion {x,}_ de vectores de un espacio normado L es débilmente

convergente o converge en sentido débil a un x[OL, denominado su /imite
débil,
= OFOL: F(x)OP - F(x) (a OFOL : F(x)O® - Fx)=lim|F(x)-F(x)| = o).

# Esta es la convergencia débil que notamos x —x o x 01 x.
® Enun Hilbert H, x Ot x = OyOH : (y,x)080 (yx).

» Sea x, 0 1H x. Entonces =
# El limite débil es uUnico.
® Toda subsucesion de {x} " converge también débilmente a x.

® La sucesion {x }~_ estd acotada: Ok=0 : ||x,[l<k OnON.
»x 00 x = x, 0% x.
» Si dimL =n, finita, entonces x 0> x = x 0% x .

I Un operador continuo transforma sucesiones débilmente convergentes en
sucesiones débilmente convergentes: Dados AO.4(L,L,)y x OfL x en L,

entoncesAx, 0 Ax enL, .

BEnH, (x, 0% xy %090 |x]) « x00-x.

» Dada {x}  OH tal que x, 0% x, entonces1{A} " Ok : lim iﬁnxn =X.
=]

¢ {x}7, OL es sucesion débilmente de Cauchy (i.e.: en 1,) = {F(x,)}

o
n=1

es sucesion de Cauchy (i.e.: en k, esto es, lim |F(x,)-F(x,)|=0) OFOL .

I Toda sucesién débilmente convergente es débilmente de Cauchy.
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# L es débilmente completo o débilmente Banach (débilmente Hilbert)
toda sucesién débilmente de Cauchy es sucesidon débilmente convergente.

» Todo Banach (Hilbert) es débilmente Banach (débilmente Hilbert).
e Topologia fuerte sobre L

4 La topologia fuerte o usual T es la que induce la norma via la métrica:
Ox,ydL : d(x,y):||x—y ; viene caracterizada por el concepto de bola

abierta B, de forma que Z'={A: A=DB} , conjunto de todos los abiertos A
0 conjuntos expresables como unidn de abiertos (cf. tema J.

o Topologia débil sobre L
4 La topologia débil T, es una topologia menor, T [] 7, ligada al concepto

de espacio dual L ; se caracteriza porque todo funcional continuo (en T)

F OL es continuo en ella (no es metrizable en dimension infinita

> Es decir:
1) % FOL escontinuo (en T) = (xn O x = F(x ) O™ F(x)).

2) 4 FOL es continuo (en Ty) = (Xn Oth x = F(x)O'P- F(X)).

3) » FOL continuoen T = F L continuo en I,.

o Topologia uniforme sobre  .4(L,L,)

# La topologia uniforme o usual T es la que induce la norma
anteriormente definida para un operador acotado/continuo.

4 Una sucesion 0 .A4(L,L,)de operadores del espacio normado
nON 2
(AL, L)) converge en sentido uniforme o en norma a un AOA(L,L,),
denominado su limite < lim|A -A=0 < sup|Ax-Ax|, 0T C.
e I, =1

xOLg

® Esta es la convergencia usual que notamos A - A o A OTL A.

o Topologia fuerte sobre  .4(L,L,)

# La topologia fuerte T; es la que esta asociada con la convergencia

fuerte.
4 Una sucesion {Ah}nuw 0.4(L,L,) de operadores del espacio normado

(A(L, L)l converge en sentido fuerte a un AO.4(L,,L,), denominado su
limite fuerte ~ OxOL:AxO0. Ax « OxOL : |Ax-AX|, - O.
e Esta es la convergencia que notamos A 0O A.
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@ Topologia débil sobre . 4(L,,L,)
# La topologia débil T, es la que esta asociada con la convergencia débil.

4 Una sucesién {Ah}nuw 0.4(L,L,) de operadores del espacio normado

(A(L, L)l converge en sentido débil a un AO.A(L,L,), denominado su
limite débil <

OxOL:AxO8 Ax = OFOL, OxOL :F(AX) - F(AX) = |[F (AX)-F (Ax) - 0
# Esta es la convergencia que notamos A [ A,

®En A(H), AOT-A « OyxOH : (y,Ax) - (y,AX).

P ADLASADDLAS ADTLA.L
B Las topologias 7, y 7, no son, en general, metrizables.
» En dimensidn finita, las tres topologias sobre .4(L,,L,)coinciden.
B En dimension infinita, 727, 2 7,.
@ Propiedades

B Propiedades: A, A OA(H) se tiene:
e (A, A=A LAY y (A ODLA = ATOLAY).
e Sidm,H<o = (A O0LA=A'O0BAY).

» Dada {A}_ OA(H), Aautoadjunto On, A 0% B = B autoadjunto.
» Dados los operadores unitarios U, ,UOA(H) = (U, 03U = u, O0T.U).
B Dados los operadores unitarios U ,UOA(H) = (Un O0bu = U’ D‘D»U‘l).

I Dado un operador lineal T:D(T)=L, - L, con D(T)=L,, se define como

operador compacto o completamente continuo < transforma sucesiones
débilmente convergentes en sucesiones fuertemente convergentes.
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SEMINARIO
m Funciones generalizadas y prueba

E En su libro Principles of quantum mechanics (1930), Dirac introdujo una
generalizacidon del concepto de funcion, la denominada delta de Dirac o
funciéon impulso, o(x), con la que se pueden manejar eficazmente

abstracciones en Fisica como las de masa o carga puntual, o impulsos de
duracién instantanea (“infinitamente corta”).

o 1. Funciones generalizadag funciones prueba en: (r)

B La expresidon general de un vector F del espacio H™ =(4(H,k),|| 0], dual
de un espacio de Hilbert H dado, puede escribirse de la forma

F(g)=F (9)=(f.¢) : f.¢0OH,
donde f[H representa el vector generador del funcional F, de existencia
y unicidad garantizadas por el teorema de Riesz.

® Por ejemplo, la expresion general de un vector F del espacio
H =(A4( (R),k),]|0), dual del espacio de Hilbert H = (L’ (R),<->) de las

funciones de cuadrado integrable Lebesgue sobre la recta real, puede
escribirse de la forma

F(@)=F (#)=(f.8)= [ ' (g (dx ; f,400 R),
donde f [OH representa el vector generador del funcional, de existencia y

unicidad garantizadas por el teorema de Riesz.

Y como H y H son isomorfos isométricamente, podemos decir que son,
esencialmente, el mismo espacio, llegando incluso a identificar en la

practica cada par de elementos correspondientes fOH y F, OH".

» Teorema: una funcion continua f:R - k queda completamente

determinada por el conjunto de valores de la integral (en sentido Lebesgue-

Stieltjes) J'f(x)¢ (x)dx=(f|¢). . ., para todas las funciones continuas
R

¢:R - k tales que son idénticamente nulas fuera de un intervalo finito
(distinto en general para cada ¢ ) de la recta real.

B Los funcionales lineales acotados F OH™ = (A4(L (R),k),| ),
F(@)=F (¢)=(f.¢)=] 1 (0p (dx ,

en virtud del anterior teorema, pueden también considerarse como
definiendo ellos su funcién generadora (continua) f , una vez especificada la

clase 22 0 H de vectores convenientes ¢ , denominandose en este sentido a
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unos y otros como funciones generalizadas (los funcionales continuos
FOH") y funciones prueba o test (las funciones ¢ 02 ), respectivamente.

» Es decir, como consecuencia del anterior teorema, algunas‘™ funciones
f(x) del correspondiente Hilbert L?(R) pueden obtenerse tanto dando

valores a su variable x como, alternativamente, a partir del funcional lineal
o funcion generalizada que generan,

FEOH [ F @)=(f.g)=[1 )¢ ()dx , g0OH,

cuyo calculo, para obtener f(x), sélo se requiere en general sobre una
clase especifica de funciones prueba™ g2 0OH.

(*)Recuérdese que los vectores del Hilbert H =L° (R) quedaron establecidos anteriormente
como clases de equivalencia de funciones, esto es, elementos C, E{ f} OL° (R) constituidos
por una funcién dada f boreliana, de cuadrado integrable Lebesgue en R, y todas las
funciones { que son iguales casi por doquier a ella, f = g, o funciones g que soélo difieren
de f sobre un conjunto de medida nula (por lo que L|f —g|2 dx=0); de estasg puede
=)= [ ool dx.

Generalmente, las clases de funciones prueba 2 OH estaran integradas por los

representantes continuos de cada clase de equivalencia (de hecho, la teoria de funciones
generalizadas ignorara en general las funciones definidas sobre conjuntos de medida nula), y

haberlas también no borelianas, definiéndose en cualquier caso ||g

las funciones normales (por ejemplo, las continuas) f del espacio L* (R) seran identificables

con el funcional de H' que generan.

4 En el ejemplo de L* (R), las funciones que son, via el teorema de Riesz,

calculables por los dos procedimientos indicados anteriormente, constituyen
ejemplos de las denominadas funciones normales (o propias).

® Esto es: operacionalmente, para determinar una funcidn normal, son
posibles dos procedimientos alternativos:
1) se fija el punto x, y se calcula el escalar f(x,), variando x, en el

dominio de definicién de f ;
2) se fija la funcion prueba ¢, y se obtiene el correspondiente escalar

F(¢0)=<f,¢o>, variando ¢, en la clase de funciones de prueba 2
determinada.

e Obsérvese que los dos procedimientos anteriores son similares: basta
imaginar que cada funcion prueba ¢, presentara un pico muy acusado en el

valor X,, y valiese cero fuera de un pequefio intervalo alrededor de X, .

P Para espacios L no completos, en los que no actue el teorema de Riesz,
su dual L' contendra en general vectores que pueden ser:

1) funcionales (lineales continuos) generados por los vectores de L.

2) funcionales (lineales continuos) no generados por ningun vector de L.
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e 2. Funcionesgeneralizadasteoria general.

# Sea L =(2,r) un espacio lineal topoldgico (ver tema 1) cuyos vectores sean
funciones ¢:R - k, denominado como espacio de las funciones prueba o
funciones test ¢ .

e Obsérvese que se introduce una topologia 7 general, a la que no se le
exige, en general, ni siquiera el caracter de ser metrizable!™.
(*) T es metrizable cuando procede de una métrica andiatal .

4 A todos los vectores del espacio dual L del espacio de las funciones
prueba (o sea, a los funcionales lineales continuos F:2 - k), se les define
como funciones generalizadas.

B En el espacio dual L' pueden existir tres tipos de vectores o elementos:
1) funcionales lineales continuos F [JL° generados por un vector prueba
fO2,f:R 5k, a través de la siguiente expresidn en términos de la

integral de Lebesgue (o, mas generalmente, Lebesgue-Stieltjes):
F(¢)5Ff(¢)=IRf(X)¢(X)dX Ue02D;

se denominan como funciones generalizadas normales o, simplemente,
funciones normales, pues en la practica se identifican F=F, 0L vy su
generador f L, es decir, se dice que FOL es una funciéon normal (en
rigor, F, se identifica con todas todas las gL que satisfagan g= f ). Las
funciones normales originales, f L, pasan entonces a ser consideradas
como un caso particular de las generalizadas, y para su obtencion basta
calcular el funcional F(¢)=F, (¢)=jR f(X)¢ (X)dx sobre todas las funciones

@ de la clase de funciones de prueba 2 utilizada.

2) funcionales lineales continuos FOL generados por una funcién
f:R - k que no es de prueba, f 2, a través de la siguiente expresion en

términos de la integral de Lebesgue (Lebesgue-Stieltjes):

F(¢)5Ff(¢)=IRf(X)¢(X)dX D02, 102

se denominan como funciones generalizadas regulares.
3) funcionales lineales continuos F[UL no generados por ninguna
funcion f:R - k segln una expresiéon como las anteriores:

ffop, Af R ok [ F(¢)=ij(x)¢(x)dx;

se denominan como funciones generalizadas singulares.

I De esta manera, puede decirse que L' es una generalizacién del conjunto
de funciones o vectores de L que pueden generar elementos de L', ya que
contiene, ademas de las que si pueden generar algun funcional (al hablar
asi estamos asumiendo la identificacion F, = f ), otros funcionales (lineales

continuos) que permiten calcular funciones f:R - k que no estén en L (y

gque también pueden ser obtenidas via una expresidén integral como las
anteriores). Por ello, queda justificada la denominacién como funciones
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generalizadas de los elementos F L (los funcionales lineales continuos
sobre las funciones prueba).

e Nota: obsérvese que, segun lo dicho, existen funciones generalizadas que
no son identificables con vectores de L.

E Una buena eleccién de L=(2,r) conducirda a un espacio L cuyos

vectores (funciones generalizadas) compartan muchas propiedades con L
y, ademas, permita determinadas operaciones y calculos no posibles para
las funciones originales en L.

@ 3. Notacion bilineal

4 El funcional lineal continuo que constituye una funciéon generalizada
particular se nota en la denominada notacion bilineal como

(Ff = f)E(f |}, mientras que (f|#) denota el valor del funcional en una
determinada funcion prueba ¢, esto es, (f |¢)=F, (#), ¢02D.
% si (f|) representa la funcién generalizada F = f, entonces el simbolo

af + g, donde a,B0k, representa la funcidon generalizada (af + B9 |->, de

valor (af +Bg|¢)=a(f |¢)+B(g|¢) Op0D.

% si (f|s) representa la funcién generalizada f=F, entonces su
conjugada f* = F" es, por definicidon, la funcidn generalizada de valor

(f*|¢) OpO2, que se simboliza como (f*[+) ( (f* |¢>>€(<f |¢>)* ).
e Es decir: para una funcién normal, por ejemplo, F, =(f |+) , generada por
la funcion prueba f 02, su funcidén generalizada conjugada se define:

F@)=[F@)] =F.@#) =] F(9¢(x)dx=(f |4) D02,
teniéndose (en este caso la integral es la usual de Lebesgue-Stieltjes) que

F@)=F.@)=] F(0edx=(f19)Z[F,@®] =] (¢ 9dx=((f |¢)) .

® Notas: obsérvese que, asumida la notacidn bilineal, se tiene que:

1) f no representa necesariamente una funcionf:R - k; es decir,
puede serlo o no; en general, una funcion generalizada f =2 F es una
funcion F:2 - k, funcional lineal acotado sobre 2.

2) (f |¢> no representa en general un producto escalar; tampoco, incluso

si estd indicando una integracién de Lebesgue(-Stieltjes) sobre R, se
conjuga la f (recuérdese que en el (f,¢) en L2(R) aparece la f
conjugada en la integracion); en este sentido, la notacion bilineal usual en
teoria de distribuciones no debe confundirse con la de Dirac en L?(R).

3) (f(x+a)|¢ (x)),alR, es fRf(x+a)¢(x)dx=fRf(x)¢(x—a)dx=<f(x)|¢(x—a)>.
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o 4. Funciones generalizadas: definiciones y propieda  des

» Dados un espacio lineal topoldgico L =(2,7r)= 2(R) con vectores o
funciones prueba ¢02, ¢:R - k, y su dual L' =2'(R), con vectores o
funciones generalizadas F : 2 - k (funcionales lineales acotados):

® Linealidad:

F(ag, + ps,) =aF () + F (¢,) . OF 02 (R), 0p. 0 2, Da,BOK.

o Continuidad: (¢, 0T ¢) = (F (¢) OB- F(p).

® Producto por una funcion:

pED -kl pF)¢)=F(pp), FUD', Up,p0D ,
teniéndose pFUO2'(R) .

# Derivada:
F<“’s?j—'n:;p kI FP@)=F ((-1)"¢"™),0¢02.
X

® Translacion:

F:2_x /I FE@=F (4.), $.(X)=¢(x-a),0¢02 ,0alR.

e Convergencia en 2'(R) : dada {Fn}:’:l oL,

FOfI-F - F(p)0'0 F(g), 00D

0 5. Clase 2 =(Cg(R),r) de funciones prueba

€ Se define el soporte de una funcién como la clausura del conjunto sobre
el que ¢ (xX)#0 (esto es: el complementario del mayor abierto en R sobre

el que ¢ (x)=0).
4 Una funcidn se dice que tiene soporte compacto si se anula fuera de un
subconjunto compacto de R.

4 Se define como D =Cg(R), espacio de prueba de las funciones de

soporte compacto, el espacio lineal constituido por todas las funciones
prueba ¢:R - k tales que cumplen:

1) p0C=(R) : es continua y posee derivadas continuas de cualquier orden,
2) ¢ y todas sus derivadas poseen soporte compacto (puede ser distinto
para cada funcidon ¢ o derivada suya ¢" de un orden n dado).
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P Todas las funciones prueba ¢ JCg(R) y sus derivadas de cualquier orden

son funciones continuas, se anulan para |x| — 0 Yy son integrable Lebesgue
(-Stieltjes) sobre R.

# Sobre 2 =Cg(R) se puede definir una topologia 7 que origina un espacio
lineal topoldgico 2 =(C¢(R),7), no metrizable y satisfaciendo el primer
axioma de numerabilidad®.

(*) Un espacio topoldgico satisface el primer axiomaxdmerabilidad si en cada punto existe
una base numerable (todo espacio métrico lo sedisfae define una base en un punto como
una coleccion de abiertos tal que para todo comjahierto que contenga al punto existe algun
miembro de la coleccion que contiene al punto & eshtenido en el abierttefna 1).

I Por satisfacerse el primer axioma de numerabilidad, para caracterizar la
topologia 7 basta definir el criterio de convergencia (en 7, convergencia

usual o fuerte) de las sucesiones ¢, de vectores del espacio:

4 Una sucesidn ¢, 02 =(C¢(R),7r) de funciones prueba converge a un
limite 902, ¢, - ¢ (=¢,00-¢ = ¢ 00 ¢, convergencia fuerte), si y
solo si:

1) cada ¢, se anula fuera del mismo conjunto compacto CUR.

2) ¢, y todas sus derivadas convergen uniforme (en el sentido usual de
convergencia uniforme®) y respectivamente hacia la funcién ¢02 vy sus
correspondientes derivadas:

Oe>0,0x0R ,On ON (;j_m(¢” K)»¢ &)<e Om= 01,2 n=n, nyzny(X).
Xm

(A) Dada la sucesion de funcion¢§ (12, se dice que converge uniformemente [&n a ¢ 02,
@, R - k,si OxOR Oe>0 0OnON : |g &k)»@&)<e On=zn, n#n, £ .

® Obsérvese que, hecha la anterior definicidn, el requisito de continuidad®’
de los funcionales lineales queda fijado:

<f |-> =F; = f OL es continuo (en T)
- (8- 0= ((18,)00-(1 19) = F, ¢,)0TLF, ¢))).

(©) De hecho, el dual algebraico d& = C» (R) contiene funcionales lineales no continuos.

® Nota: definiciones de convergencia diferentes llevaran a espacios
topoldgicos L =(2,r') diferentes, cambiando en consecuencia las funciones

generalizadas.
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2 6. Clase &S(R)=(s(R),7,) de funciones prueba

€ Se define como S(R), espacio de prueba de las funciones de
decrecimiento rapido, el espacio lineal constituido por todas las funciones
prueba ¢:R - k tales que cumplen:

1) p00C=(R) : es continua y posee derivadas continuas de cualquier orden,

2) |x« drg <Cn.Uk,m=0,1,2.., siendo ¢, unas constantes reales,
Xm

teniéndose entonces que
sup. (sup= (X 9jpo %)< ON= 0.1

(es decir, ¢ y todas sus derivadas decrecen mas deprisa que cualquier
polinomio).

P Las funciones de &'(R), sus derivadas y el producto de un polinomio por
ellas pertenecen a L' (R); 2<.S.

€ Sobre & se puede definir una topologia T, que origina un espacio lineal
topoldgico & =(S5,7,) que satisface el primer axioma de numerabilidad®™.

(*) Un espacio topoldgico satisface el primer axiomaxdmerabilidad si en cada punto existe
una base numerable (todo espacio métrico lo sedisfae define una base en un punto como
una coleccién de abiertos tal que para todo comjahierto que contenga al punto existe algin
miembro de la coleccion que contiene al punto & eshtenido en el abierttefna 1).

Pk Por satisfacerse el primer axioma de numerabilidad, para caracterizar la

topologia 7, basta definir el criterio de convergencia (en 7., convergencia
usual o fuerte) de las sucesiones ¢, de vectores del espacio:

4 Una sucesion ¢, 0 S de funciones prueba converge a un limite ¢0&,
g, -9 (=¢,0fL ¢ = ¢ 00 ¢, convergencia fuerte), si y solo si:
dmg,

Xk —In

dxm

1) <Cm,Uk,m=0,1,2.. , con constantes ¢, independientes de n.

2) ¢, y todas sus derivadas convergen uniforme y respectivamente, sobre
cualquier conjunto acotado de R, hacia la funcibn ¢0O& vy sus
correspondientes derivadas.

» 2=, (con latopologia 7, de &); ¢, 07 ¢ = ¢ OTL 8.
o p(X)=eX0s5; p(x)=eX0D.

FIN DEL SEMINARIO
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m Distribuciones

e 7. Distribuciones

4 Las funciones generalizadas F:2 - k sobre 2 =(C¢(R),7), espacio de

prueba de las funciones de soporte compacto (o espacio lineal de las
funciones infinitamente diferenciables que se anulan cada una fuera de un
determinado intervalo finito especifico asociado), siendo 7 la topologia

inherente a la definicion de convergencia de sucesiones ¢, — ¢ establecida

anteriormente (p. 12), se denominan distribuciones.
® Por ejemplo: los elementos del espacio L?(R) pueden considerarse como

distribuciones™.

(*) Se supera asi la arbitrariedad de tener que optar por elegir un representante de cada una
de las clases de equivalencia que surgen al considerar funciones que solo difieren entre si
sobre conjuntos de medida nula.

# Las distribuciones constituyen un espacio lineal (de funcionales lineales
continuos sobre 2, F:2 - k) denominado 2'(R)=2".

o 8. Ejemplos de distribuciones
8.1. La delta de Dirac

8.1.1. Origen y expresion

€ Dirac introdujo la transformacién delta de Dirac, (X) (que no es funcién
normal, 5(x)>< O(X):R - k, sino distribucion Jdz=A02'), asumiendo
valores y propiedades segun:

'75(X)¢(X)dx=¢(0) = M@)o p)=¢ (0)

pa_:a toda funcidén continua ¢ (x):R - k; en particular,

oTJ(x)dle = A@AF( 1= 3

ta;:nbién, mas generalmente:

'TJ(X—3)¢(X)dX=¢(a). alR = A,(9)= (o, ¥)=¢ &), J, &)FJk-a),alR
iimRepresentaciones graficas usuales son:

8(x)

O 8t-1)

1] T I x

(figuras sacadas de Internet, donde se puede encontrar una amplia variedad).

©wm.c. Bosca, U. de Granada 15



& Ademads, O(X) es supuesto permitiendo la integracion por partes segun:
ojd'(x—a)¢(x)dx=—¢'(a), alR,

para cualquier funcién diferenciable ¢(x); expresiones similares para
derivadas de mayor orden de d(x), por ejemplo,

o TJ"(x—a)¢(x)dx:¢"(a), alR.

# Adicionalmente, para una funcién f(x) que no sea continuamente

diferenciable en el sentido usual (por ejemplo, para una funcién continua a
trozos), Dirac introdujo su derivada en un sentido generalizado como la
funcién (tampoco lo es rigurosamente) f '(x) que satisface

o] fpmax=-[ 1 #(ax,

al menos para toda funcidon ¢(Xx) que sea continuamente diferenciable [Ox e
idénticamente nula excepto en un subintervalo finito de R.

E Dirac denomind a J(x), d'(x) y f'(xX) como “funciones impropias”,
seflalando que, aunque pudieran no tener ellas mismas valores bien
definidos sin embargo, el valor de las integrales en que aparecen como
factores en el integrando, si esta frecuentemente bien definido.

e Aunque no existe ninguna funcion J(x) que satisfaga las anteriores
expresiones, a veces se habla de la delta como una funcién definida segun

0, x£0

5(X):{ , uso justificado por el hecho de que el soporte de la
+o00, x=0

delta es {0} .

B A partir de su introduccién bosquejada por Dirac, Schwartz desarrollaria
en 1950 la teoria de las distribuciones y funciones generalizadas, un nuevo
campo del analisis matematico en que como hemos visto se dota de rigor
matematico a los anteriores conceptos (y por el que se le otorgaria la
medalla Fields). Asi, las funciones impropias que introdujo Dirac quedarian
establecidas como funciones generalizadas en la correspondiente teoria.

e En particular, la delta de Dirac constituye una funcidn generalizada
singular y, mas especificamente, una distribucion.

8.1.2. Ejemplos de sucesiones que convergen a l#alde Dirac

B Es posible encontrar sucesiones de funciones J.(x) con integral en toda

la recta real igual a 1, J‘Jg(x)dle, y que tienen a la delta de Dirac como

-0

limite, J(x)=lmJ.(x) =lim (% , denomindndose como representaciones de la

delta; por ejemplo:

©wm.c. Bosca, U. de Granada 16



(limite en sentido de distribuciones, |im I5_1(X) #(x) dx=¢(0) O¢pO2, donde

primero se hace la integral y luego se toma el limite, no al revés ).

Dirac Function as i goes to infinity

li—poa

0. xO(-¢/26/ 3
Ve, xO(-¢/2¢/ 9" e

e 1. (escaldn): d.(x) :{

(http://www.reproducibility.org)
sucesidn integrada por funciones J ,:R - R, todas ellas (aunque son no

n==
&

continuas) con integral en R igual a 1;

e 2. (pico difraccion, con funciones singulares en el origen):

5, X(%sen(x/s) _ sennx ,

71X 7IX

g,

(< +e?)’
—x2

® 4. (gaussiana, con funciones analiticas): J,(X) = e7;
2e\m

e 3. (lorentziana, con funciones continuas): J.(x) =

representaciones que se corresponden con las curvas de la siguiente figura:

U3 \//m o u\_7 FE]

(http://www.engr.unl.edu/~glibrary/home/whatisG/edchtml);

e 5. (integral de Fourier): J,(X) =2ijé” dk , teniéndose:
ﬂ—n

1+oo . | +o00 . 1 +00 . ~
o(X)=— | e*dk , ' (X)=— | ke™™dk , JO(x-a)=— | e *?dk.
(¥ zn_L (X Zﬂ_jm (x-a) zn_[,
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> La delta de Dirac es, por tanto, una funcién generalizada singular, puesto
gque no existe ninguna funcién (normal) J:R -k para la que se

+00

tenga I o(X)¢(xX)dx=¢(0) . Es decir, la forma correcta de definir la funcién

—00

generalizada delta de Dirac A(¢) es segun A(g) =¢(0) (=2 d(#)=¢(0)), para

la clase de funciones 2 =Cg(R).

e Y, a partir de esta definicién, es facil comprobar que la delta de Dirac
efectivamente constituye un funcional lineal acotado o funcidn generalizada
A(@), definido formalmente por la ecuacion

Mg)=(01¢)= j5(X)¢(X)dX ¢(0), 902, alR,

usualmente representada en Fisica por la notacién simbdlica d(x) (pero este

uso no debe llevar a confundirla con una funcidén normal: no existe ninguna
funcion o(x) para la que la anterior expresién tenga lugar).

4 Otras expresiones (notacién d = A donde corresponda; a,bR):
* 0(@)=(0"|#)=-9"(0) ; 9,"(¢) =(-1)"3,(x)¢" (@), n=0,1,2..
® (a0+B0'|¢)=a g (0)-B¢'(0); a BUk; O'(X)=-0'(-X).

. <5(ax+b)|¢(x)>:|%|¢(_%), az G O(X)P(x)=3(x)#(0).

& JO(X)=0(—X) ; 5(ax)=%, az0 ; xd(x)=0.
® S(x-a)p(x) =3(x-2a) (@) 2 A,(#) =A(P_,) =$_,(0)= [ (x-a)p () dx =4 (@), g0 2.
* 5(x° —a)——[J(x+a)+5(x a)] az0;. Tcs(x—a)d(x—b)dx:d(a—b),a¢b.
8.2. La dlstrlbu0|on escalén de Heaviside

€ La distribucién escaldn de Heaviside, ©(g), se define segln
O(g)=(614) = Je(xm(x)dx j¢(x)dx Dg02,

0, x<O0,

donded(x) es la funcion escalon de Heavisideg(x) :{1 o
, x>0.

® Oa(¢)=O(¢_a)=TH(x—a)¢(x) dx=T¢(x) dx,0¢02, alR .

(] %®(¢)=—9(¢')=¢(0)=A(¢) (ﬁ&@(x) =5(x)j , siempre en sentido de

distribuciones: dada la funcién generalizada F, se define su derivada
primera como la funcidon generalizada (i_':(¢)=_|:(¢') (cf. p. 12).
X

* Lo,@)=-0,#)=0@=0,0), al® (ﬁiﬁa(x)=5a(x):5(x—a)j |
X dx
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@ 9. Funciones generalizadas y transformada de Fouri  er

9.1. Distribuciones temperadas

# Las funciones generalizadas F:& — k sobre & =(8,15), espacio de

prueba de las funciones de decrecimiento rapido, se denominan
distribuciones temperadas.

# Las distribuciones temperadas F:& - k constituyen un espacio lineal
(de funcionales lineales continuos sobre & =(&,7,)), denominado

S'(R)y=ss™.
» S'(R) es isomorfo con un subespacio de 2'(R); & <2-.

9.2. La tranformaciéon de Fourier enS'(R)

4 La transformacién de Fourier en S(R) se define como la aplicacion lineal
continua #:& - & definida segun:

A=A =1 ]

€ La transformacion inversa de Fourier se define segun:

-1 _ 1 _ 1 +ikx
FN(x) = (F >¢)(X)_E£e ¢ (k)dk , xOR , Og0.S.

b IS = FP0S, F 08 ; (FF ) p=(F VA )p=¢ 0p0S.

e™®g(x)dx, kOR , O¢O0S.

> La transformacion de Fourier en S(R) se extiende a una isometria lineal
de I’ (R) en L’ (R), constituyendo un operador unitario en este espacio.

# La transformacion de Fourier en &* (de una distribuciéon temperada) se
define como:

(FF)@)=F(F¢) , (FF)@)=F(~#g), OFOS", D05,
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