METODOS MATEMATICOS III
ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES LINEALES

Profesora: M2 Cruz Bosca

TEMA 6: INTRODUCCION A LA TEORIA ESPECTRAL

# En todo el tema: Sea T:D(T)<H - H un operador lineal, con

dominio denso en H, D(T)=H, y recorrido R(T)< H, siendo H un
espacio de Hilbert complejo (k =C) y separable.

m Invariancia de espacios y reducibilidad de
operadores

% Dado el subespacio M <H, M #H, M #{{, se define M como

subespacio invariante bajo el operador lineal T -
TxOM OxOD(T)n M.

# Dados M <H, T:D(T)<H - H, operador lineal con ﬁ=H, y By,
proyector ortogonal sobre M ,entonces M reduce completamente, o
reduce, a T (o, equivalentemente, M"reduce completamente, o
reduce,aT) =

a)R, (D(M) L D(Ty P,.(D(T)) T D(T) .

b) OT, :D(,)=PR,(D(T)=Mn IT) -~ H, operador lineal, y
OT,.:D(T,.)=P,.(D(T)= M"n T) -~ H, operador lineal, tales que
TX=Ty(R¥+T-(P.-XxOX @7.

e T, = operador inducido por T en M = restriccion de Ta M .
e T . = operador inducido por T en M" = restriccion T a M".

B+ Propiedades:
e My M" son invariantes bajo T
eT, y T, son Unicos

e Tx=T, xOxOMn DT y Tx=T . x OxJ M n T

e Notacion: cuandoM reduce a T, notamos T=T,0T., T,0TR, vy
T,.O0TP.=T(I-R).
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» Dados T:D(T)<H - H, operador lineal con WzH, M<H y B,,
proyector ortogonal sobre M, entonces Mreducea T « B,(D(T)) O D(T)
y My M" son invariantes bajo T = B, TOTR, (=R,y T permutan) -
P, (D(M) O D) y B, TxO TR, xOxJ O 7).

€ Dado T:D(T)<H - H, operador lineal con ﬁ= H, se define como
operador irreducible sii /M <H | M reduzcaa T.

» Dados T:D(T)<H - H, operador lineal con D(T)=H, y M <H tal que
reducea T =
® T unitario = T, y T, unitarios.

® T autoadjunto = T, y T . autoadjuntos.
b Dados AO.4(H) y M <H, entonces Mreduce a A = M es invariante

bajo A = M es invariantes bajo Ay A".
# Dados U:H - H, operador unitario, y M <H, entonces M reduce a U
- UM)=M < M esinvariante bajo U y U™,

m Resolvente y espectro de un operador lineal

# Dado T:D(T)<H - H, operador lineal con D(T)=H, se define la
resolvente de T en A,R. (A)=R,, como la relacion especifica (operador
lineal en su caso), para un valor AOC dado, de la familia no numerable
R, =TV =(T-21)"Y, definida 0A0C, donde:

T,=(T-A1), con D(T,)=D(T-A1)=D(T), T,0L(D(T-A1),R(T-A1), vy,
cuando existe, T,":R(T-A)<H - D(T-A)< H.

4 De acuerdo con las propiedades de R,=T(?=(T-A1), A0C, los
numeros complejos A se clasifican en 4 clases:
¢ SITTPO0L(RT-Al), (T-11) =A00,(T) =A0 al espectro puntual
de T, o,(T).
¢ Si T'OLRT=-AN),D(T-A1) y DMY=RT-ANzH=A00(T)=
AL al espectro residual de T, o.(T).
¢ SIT TOLR(T=A1),D(T=A1),DM ) =HyT,"OA4(RT-A1)
= A00,(T) = A0 al espectro continuode T, o (T).

¢ La unién de o,(T), o/(T) y o,(T) define el espectro de T,
o()=0,(T) 0o (T)0o,(T), o conjunto de puntos espectrales.

¢ SITTOLR(T=AD),D(T=A1),DTM N =HyT,"OA4(RT-A1)
= A0p(T) = A0 a la resolvente de T, p(T), es un punto regular.

B Dado T:D(T)<H - H, operador lineal con D(T)=H, los cuatro
conjuntos o0 ,(T), o,(T), o,(T) y p(T) son disjuntos dos a dos.

b o(T)=0,(MD0o,(MDo,(T) y C=oDp(T).
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@ Esquema de clasificacion de puntosde  C:

A0C | 1=-A* | =AY | TPOART-AD); DT)=RD)
Oo,(M | DL(R(T-A1) | BL(R(T-A1)) no

O, (T) | OL(R(T=AD) | acot. o no D(T) # H

Oo,(M | OZ(RT-AT) | DART-A1) DT )= H

Op(M | OLRT=-A1) [ OART-A1) DT, = H

4 A0C es un punto regular de T sii A0p(T).
4 A0C es un punto espectral de T sii ADo(T).

@ Esquema de procedimiento para la clasificacion:

¢ Existel,
operador lineal?

| 1
4 Si N NO
— consideremos el op. lineal — Ao, (T)
T DT = RT)< Ho H
—  ,EsD(T,") denso erH ?
K < ( A ) /

[ 1

S| NO

— EsT,” un — Alo, (T)
op. lineal acotado?

|
Si NO
~ A0p(T) S Ao (T)

Nota: el orden en las disyuntivas ha de respetarse escrupulosamente.
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e Caracterizacion topoloégicade  p(T) y o(T)
mT:D(T)<H - H, operador lineal con D(T)=H = o(T) cerrado, o(T)
abierto; ni o,(T) ha de ser discreto, ni o (T) ha de ser continuo.

m Dado TO.4(H), o T:D(T)=H - H operador lineal cerrado = o(T) esta

contenido en un circulo de radio finito en tornoa A=0.
m Operadores lineales acotados A[J.4(H), y cerrados con D(T)=H (que

son siempre acotados en un espacio complét®orema grafico cerrado)
4 Dado AO.4(H), o A:D(A) =H - H operador lineal cerrado, se define

su radio espectral, r (A), seglin rJ(A)=sup[|/]| ) DJ(A} , es decir, el
radio (finito) del menor disco centrado en el origen que contiene a g(A).
e o(A20 ; p(A£0 .

(Nota: existenl J.4(H)cono (A)=0;otrosconp A ¥0).
® 0(A) es cerrado y acotado = o(A) es compacto y o(A) O B[O,|A].
o, (A<|A ; A0a(A = |A<|Al 5 [A>|A =A00(A .
® (A0p(A) ~ ALOA(H)).

14

o A0C, |>|A] j§</mp(A) y —%Z(?j = (A-A1)1= At

k=0
e AOC(H) = o(A) es discreto .
# Dado SOC, compacto = OAO4(H) / g(A)=S.
m Dado T:D(T)<H - H operador lineal autoadjunto, o normal acotado con
D(T)=H, o unitario = o.(T)=0.
m El espectro de un operador lineal unitario esta integrado por escalares de
modulo unidad.
m Caso H =C" (dimension finita):
e o(M#0.
® 0(T)=0,(T) y es discreto.
® 0(T) es un conjunto cerrado y acotado = o(T) es compacto.

o Clasificacion de puntos espectrales

4 Un punto AUC es un valor propio o autovalor de T sii AUo(T).

» & Dado AOC, es autovalor de T = [X#0 / Ax=A1x, denominado
vector propio o autovector del operador T, correspondiente al
autovalor A.

B Dado el vector propio o autovector x del operador T, correspondiente al
autovalor 4 = y=ax alk, a#0, es también vector propio del

operador T, correspondiente al mismo autovalor A.

I Autovectores correspondientes a autovalores distintos son linealmente
independientes entre si.

» & Dado un AOC autovalor de T, se define la variedad lineal propia

de A, M, (no necesariamente cerraggaomo M, ={xOD(A) : Ax=13% < H.
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# Dado un AOC autovalor de T, se define su degeneracién o
multiplicidad como la dimensidn de la variedad lineal propia M, .

4 Dado un AOC autovalor de T, se define el subespacio propio o
autoespacio asociado o correspondiente a A como el subespacio M, <H .

# Un punto A0C es un valor propio generalizado o autovalor
generalizado de T - [{x}  OD(T), |x|=10n0N : lim|(A-A1)x|=0.
= Oe>0 XOD(T) : [{=1y |[(A-Al)X|<e.

®Si A0o,(T)Uo (T) = A es un autovalor generalizado de T.

® Si A es un autovalor generalizadode T = AOo(T).

4 Se define el espectro generalizado o aproximado de T como
m(T) :{/1 OC : A es un valor propio generalizi d E} OoMOC.

» Dado T:D(T)<H - H, operador lineal con D(T)=H, AOT)\o (T) =
(T=-AD1OA4H) y (T-A)OL(H).

o Autoespacios, ortogonalidad y reducibilidad

» Dados dos autoespacios, M,y M,., correspondientes a autovalores

distintos, A #A1', siambos reducena T = W DW.
B Dado T:D(T)<H - H, operador lineal cerrado (también, por ser cerrados,
dado AO.4(H); o dado T DT kH - Hoperador lineal autoadjunto =
M, =M, <H, DA00,(T).
P Dado T:D(T)<H - H operador autoadjunto, o T operador unitario:

® M, reducea T.
» Dado T:D(T)<H — H, operador hermitico (D(T) = H , y valido también, por
ser hermiticos, para autoadjunto® T operador isométrico, o T operador
unitario:

e UL A'00,(T),A2A" : M, OM,..
» Dado T:D(T)<H - H, operador hermitico (ﬁ= H, y valido también, por
ser hermiticos, para autoadjuntos T operador normal acotado, o T operador
unitario:

* W reducea T.
® OAA'00,(T), A2A' = M, OM,. .

» Dado H separable y T:D(T)<H - H, operador lineal cerrado =
OA0o,(T) : M_A=MA y M, es un Hilbert separable; por tanto,
He}. . OM,, b.o.n.deM,.
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» Dado H (separable o no) y T:D(T)<H - H, operador lineal acotado
autoadjunto = UA00g(T) :M_/1=M/1 y M, es un Hilbert separable; por
tanto, e} OM,, b.o.n.de M,.

P Dado T:D(T)<H - H, operador lineal reducible (o sea, [M < H que lo
reduce) =
eT=T,0T,:
e o(T)=0o(T,)00(T,-)
e o, (T)=0,(T,)00,(Ty.)
e Si o(T,)no(T,,)=0, entonces =
Jc(T) = Jc(TM) D Uc(TMu) y Ur (T) = Ur (TM ) D O-r (TMJ) "

o Criterios para la determinacion del espectro
m Caso de operadores lineales sobreH =C", AO.4(H=C") (dimensiénn
finita):

® o(A)=0,(A#0 y esdiscreto; o (A)=0 (A=0.

® 0 (A) se halla obteniendo las raices de la ecuacion det(A-Al)= 0.
m Caso general: usualmente, complicado (es frecuente tener que recurrir a
métodos aproximados)..
& Conveniente en la mayoria de los casos: estudiar extensiones del
operador dado, comparando los respectivos espectros. Para ello son Utiles

los siguientes resultados:
» Dado T:D(T)<H - H, operador lineal cerrado = [UAUo,(A) se tiene

que R,(A)=Ar=(A-AI)1 es un operador lineal cerrado.

» Dado T:D(T)<H - H, operador lineal con D(T)=H, y una extension
T, 0T del mismo (D(T,,) O D(T); T, Xx=Tx OxJ XT)), entonces =

® R(T,) 0 R T)

@ si existen ambos como operadores lineales, T;* 0T}

¢ 0,MO0,(T)

° 0,(M) D00, (T,)

® puntos de o, (T) pueden moverse a o,(T,,)

® puntos de p(T) pueden moverse a 0,(T,) 0o (T,,)-

® puntos de o,(T) pueden moverse a 0,(T,) 0o (T,) U o(T,,) -
» Dado T:D(T)<H - H, operador lineal cerrado con ﬁ: H (también
pues para AUO.4(H)) =

e N0o,(T)=A 0o (T)Uo,(T)

e A0o (T) =« A*Uo (T)

® A0o (T)=A"0o,(T)

® A0p(T) = A" 0p(T)
®si T es normal acotado, entonces (AUo(T) = A" 0o (T*)).

©wmc. Bosca, U. de Granada 6



» Dado T:D(T)<H - H, operador lineal con ﬁ: H,ydado T, =U-'TU,
siendo U un operador unitario (U* =U") tal que U(D(T,) = D(T) (esto es,T
y T, son unitariamente equivalenjgegntonces =

e 0,M=0,T,), 0,M=0T)y 0,)=0,T)

® todo autovalor (generalizado o no) de T, lo es también de T.

m Espectro de algunos tipos de operadores

o Operadores hermiticos
(también, pues, op. esencialmente autoadjuntos y aadjuntos)

» Dado T:D(T)<H - H, operador lineal hermitico (D(T)=H ):
e o, o R
esi g, #0 = (A00g, = A0R), siendo entonces o, bien uno de los dos

semiplanos complejos, bien ambos.
e dados A0o,(T), M(T)=inf(x Th=-w y M(T)=sup(X,TXY<+o0 =

=1 =1
m(T) <A< M(T).
e AL A 0o, (T),Az2A" 1M, UM,..
e M, reducea T.
® UA,A'00,(),A2A" : M, OM,. .
B Dado T:D(T)<H - H, operador lineal hermitico (D(T)=H) con
o(T)OR = T es esencialmente autoadjunto.

o Operadores esencialmente autoadjuntos
(también, por serlo, autoadjunto$

B Dado T:D(T)<H - H, operador lineal esencialmente autoadjunto
(D(M)=H) = o(TM)OR.

o Operadores autoadjuntos

»Dado T:D(T)<H - H, operador lineal autoadjunto (ﬁ= H):
e oT)=0,(MOo (T)UR.
® 0,(T)=0:dado AUo(T), bienA es autovalor de T, esto es, AUo(T),
bien A0o,(T) (siempre es autovalor generalizado de T).
esi AT-A1)" = RT-ADzH = A00g,(T).
esi (T-AD)7"y R(T-AD)=H = A0p(T).
osi (T-AD?, R(T-ANZzH y RT-A1)= H= A0c,(T).
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* M, =M, <H, 0100, (T).
-W reducea T.
e DA A'00,(T), A#A" = M, OM,. .

B En un H separable, dado un operador T autoadjunto:

# el conjunto de autofunciones propias linealmente independientes
asociadas a un autovalor AUo(T) puede ortonormalizarse, dando lugar a
una base otonormal numerable del correspondiente autoespacio M, =M, .

® el conjunto de autofunciones propias asociadas a todos los autovalores
Ao, (T) de un operador autoadjunto permite obtener un conjunto

ortonormal que, en dimensidn finita, constituye una b.o.n. de H.

» En dimension finita, dados dos operadores autoadjuntos T, y T, existe

una base ortonormal del espacio integrada por autovectores simultdneos de
TyT,.

o Operadores acotados
bk Dado AO.4(H):

o o(A 20 ; p(A) =0,

® 0(A) es cerrado y acotado = o(A) es compacto y o(A) O B[O,||A].
o, (A<|A ; A0a(A = |A<|Al 5 |[A>|A =A00(A) .

o A0p(A) ~ ATOA(H).

14

e A0C, |>|A] j§</1Dp(A) y —%%Gj = (A=Al 1= At

e AUo, (A=A Uo,(A)0o (A)

e A00 (A - A"0o, (A)

e A0o (A=A Uo,(A)

e A0p(A) = A" Op(A)

® si A es normal, entonces (AU, (A) = A"Uo (A)).

® si A es autoadjunto, entonces A es positivo < oc(A) O[0,+»).

o Operadores hermiticos acotados
(también, por serlo, autoadjuntos acotadgs

I Dado A[.4(H), operador hermitico acotado:
eo(A=0yo,(AU0(ADR.

. m(A)=‘inf<x A y M(A):ﬁj_p(x,Ax>, m(T)<A< M(T) 0A00,(T), son

=1

finitos y pertenecen el espectro, m(A, M(AOo(A.
e o(AO[MA, M(A|OR
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81, (A)=|A (bien m(A=~| A, bien M(A) =| A, bien ambos)
e o(Az20 y N£0:A00(A)

o Operadores autoadjuntos acotados
I Dado A0.4(H), operador autoadjunto acotado = o(A)#0 vy
A=20 < g(A)0[0,+).
B Dado H (separable o no) y T:D(T)<H - H, operador acotado
autoadjunto = 0UA00,(T) :M_/1=M/1 y M, es un Hilbert separable; por

tanto, {e} O M,, b.o.n.de M,.

o Operadores normales acotados

P Dado T:D(T)<H - H, operador lineal normal acotado:
e o0 U)=0.
® dado AUo(T) = bienA es autovalor de T, esto es, Ao, (T), bien
Ao, (T) (siempre es autovalor generalizado de T).
® M, =M,reduce a T,0400,(T);0A,A'00,(T), AzA' = M, OM,
esi AT-A)" = RT-ADzH = Ao, (T).
esi QT-AN7"y RT-AD)=H = A0p(T).
osi (T-A)7, RT-ANzH y R(T-Al)=H = A00g,_(T).

o Operadores isométricos
» Dado A:H - H, operador lineal isométrico = o,(A) D{A ac : |A|=]} :

o Operadores unitarios
k Dado U:H - H, operador lineal unitario =
eo U)=0.

e A0oU) = |A|=1,ie: A1=¢€’, OR.

e oU)O{AOC : 2|=13.

® dado AUo(U) = bienA es autovalor de U, esto es, AUo,(U), bien
Ao (U) (siempre es autovalor generalizado de U ).

® M, =M, reducea U, 0A0o,U); OA,A'00,U), AzA' = M, OM,..

osi (U-A1)" = RU-AN#H = A00,(U).

esi (U-ADN"y RU-A=H = A0pU).

esi U-A1)?, RU-ANZH y RU-A1)=H = A0o, V).

o Proyectores ortogonales
» Dado P:H - H, proyector ortogonal, P#0, P# | = o(P)=0,(P)={0,1.
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o Operadores compactos
»Dado COC(H) =
® 0(A) es discreto.

® 0,(C) es vacio o discreto.
esi 0,(C)20=0,(C)={A} ., card Ns,; si card N=0, = limA, =0.

n- oo

® el Unico punto de acumulacién de o,(C) es, en su caso, 4=0.

@ si dimH no es finita = (A=0)00(C) y es autovalor generalizado.
# 0 bien ¢,(C)00,(C)=0, o bien o0,(C)0o,(C)={0}.

epara 120 = R(C-Al)< H.

® para A#0 = o bien A0p(C), o bien A0 ,(C).

e A0p(C) « R(C-A)=H.

epara A#£0, A00,(C) = A" U0, (C*)y dimWes finita.

® si dimH es finita = o(T)=0,(T) y es discreto.

o Operadores compactos autoadjuntos

» Dado A[.4(H), operador compacto autoadjunto =
e 0 (A=0.
e o(A=0,(AUg (ALR.
80 (AN=0 o og,(A={0}.
esi 0,(A)#U, es discreto con cardo, (A <U,.
e MO0, (A), A20/|A|=||A (para Az0=0,(A)20).
e 0A0o,(A) : M, =M, y,si 120, dimM, =n,, finita.
e 0UA,A'00,(A), 4124 = M, 0OM,..
® UA00,(A) : M, reduce a A.

oOxOH : Ax= Y dirﬂZ“A:AkAk<%,>§%, donde {ulq}id:ir:wukDMAk es el

ADoy(A) =l
A0

conjunto ortonormal de autovectores de A correspondientes al valor
propio A, .

° {ulﬁ}dimMAk , A 0o (A), A #0,es b.o.n. para R(A = A H).

i=1

» Dado Al.4(H), operador compacto autoadjunto no-singular (0Uo,(A))
= el conjunto ortonormalizado de vectores propios de A es b.o. de H.

» Dados dos operadores A y B de .4(H), ambos compactos vy
autoadjuntos, entonces [A, B]=O - existe una b.o. del espacio H
integrada por autovectores simultaneos de A y de B.
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m Representaciones espectrales

m - Caracterizacién de un operador en términos de su espectro ¢ y una
familia asociada de proyectores.

o Operadores compactos autoadjuntos

m Dado A[.4(H), operador compacto autoadjunto, sea M =EMAK, donde

{Ak}kDN, cardN<0,, A #0OkON, es el conjunto de autovalores no nulos de
A, o,(AO{A}.,, Y sea H=M"OM, de forma que
OXOH : Ox= %+ %x+-+ x+..., xO M, xO M Ok sean PB,R los
correspondientes proyectores ortogonales sobre MD,MAk, de forma que

OXOH : Rx=x, Rx= x (si (A ={A},,=M"={0).

kON

# Se define la descomposicién o representacion espectral de A como

A=> AR (sicardN=0, entonceLﬂZAkPk—A{ 01T 0).
k=1

kON

» Si (A=0)00,(A) = {u

} i=dimM ,,
kJi=1

KON

, A 0o, (A), A4, #0, es b.o.n. de H ,

dimM
siendo {UK}_l AkDMAk el conjunto ortonormal de autovectores de A

1=
correspondientes al valor propio A, (entonces, obtener la descomposicion

espectral deA es equivalente diagonalizar A, o sea,A es unoperador diagonakn
la b.o.n. deH integrada por los vectores propios ortonormalizatioA ).

o Operadores compactos normales

B Dado AO.4(H), operador compacto normal, A#0; siendo
{A} oy cardN<O,, A #00OkON, el conjunto de autovalores no nulos de
A, o,(AO{A}
dado {R}
sobre M, ={u0H : Au=A U < H, entonces =

o+ Ordenados segun |A|z|A,|z--2|A ]z Az A siiz];y

oy ¢ conjunto de los correspondientes proyectores ortogonales

@ dim M, es finita Ok , o sea, P, posee rango finito Ok .
® Az = M, OM,

N
8si N<wo = A=Z)IKPk y se dice que A es degenerado.
k=1

®si N=+o = A=) AR ,ie,
k=1

A—Zn‘/}kpk =1,/ 00D 0.
k=1

* (AH)P={xOH : Ax=0, i.e., (R(A)" = kerA.

©wmc. Bosca, U. de Granada 11



& AH admite b.o.n. integrada por vectores propios de A
correspondientes a los valores propios no nulos de A,

{u} =™ ADo,A), A2 0.

dimM,,

e OxOH : Ax= > > /]k<qq,><>q$.
Al (A) i=t

® H admite b.o.n. generalizada, integrada por vectores propios y (en su
caso) vectores propios generalizados de A, correspondientes,
respectivamente, a los valores propios y (en su caso) valores propios
generalizados de A.

o Generalizacion
m Dado T:D(T)<H - H, operador lineal con D(T)=H, en general su
espectro no sera discreto, de forma que la suma z que aparece en las

anteriores expresiones para la representacidn espectral pasara a ser una
integracion, J' . En cierto sentido, la descomposicidén espectral del operador

representara una integracién respecto a una familia de proyectores {E(A)} ,
AOR, T =J'/] dE(1) (— cf. Roman, vol. II, pp. 625ss.).

e Resolucién espectral de la identidad

m Se denomina resolucion espectral de la identidad | a la familia de
proyectores {E()l)}, E(1):R - P(H), donde cada proyector E(A) es una
aplicacion de los reales sobre el conjunto o clase P(H) de los proyectores

de H sobre H, que satisface:
e EN)<E(W) si Asu

e EA+e)0L E) si € -0
e EAN)00si A~ -
e EAN)OL 1 si Ao+

» La funcién p :H - R, p () :||E(/1)><1|2 =(E(1) x EA) % =( x BA) X, genera
una medida de Lebesgue-Stieltjes finita sobre la recta real.

» Dados H y una resolucién espectral de la identidad , {E(A)}, la familia

{E()l)} define un Unico operador lineal autoadjunto T con dominio

D(T):{yDH ; J'd|| E(/}))H2<oo} y regla de actuacién tal que satisface

<x,Ty>:TA o x EA) .
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B Descomposicion espectral para un operador autoadjunto arbitrario: dado
un operador T:D(T)<H - H, operador lineal autoadjunto, con D(T)=H,

= [0 resolucion espectral de la identidad , {E()l)}, o familia espectral
{E(A)} de T, tal que:

. (x,Ty>:+f)| dlx BEA)y OYJ O, 0K F.

e Ty=[AdEN)y vy [Ty =[27 dlEA) Y Oyd OT).

m Nociones de Mecanica Cuantica

g Postulado | de la Mecénica CuanticaA cada sistema fisico que se pretenda describir
en el marco de la MC, se le hace corresponder pacis de HilbertH complejo
(k=C) y separable.

1 Postulado Il de la Mecanica CuanticaCada observable de un sistema fisico se
representa en el formalismo matematico de la Mea&d@uantica mediante un operador
lineal autoadjunto que actla en el espacio de Hitle# sistema fisico considerado.

B Evolucion temporal en Mecanica CuanticaEl operador de evolucion temporal
para un vector estadg/(t)) , i.e: |¢/(t)) =U (t.t,)|¢ (t,)) , es un operador lineal unitario;
para un sistema conservativo,(t,t,) =exp[-i ¢ —t,)E/7] es el operador evolucion
temporal para losestados estacionario® estados propios de H con autovalor E
(energia),H|¢(t,)) = E|¢(t,)) , donde H es el Hamiltoniano del sistema.

» Principio de indeterminacion de Heisenberg Dado un sistema fisico que se
encuentra en un estado caracterizado por el vewionalizado (i.e.: de norma 1)

|¢/>D H , y dados dos observables del sistema, representeaipectivamente, por los
operadores autoadjuntos A y B, &), Ajg) y Bl¢)O D(An D(B), entonces

= AwAmsz%M[ A B|)|, donde

B, A=[(0](A-< A5, 2 ) =[] Bl - (| Ag)Te = A< mo)lu)

es laindeterminacibnde A en ¢, o dispersidn cuadratica media de las medidas
obtenidas paraA sobre ¢/; <A>,=(w|Ay) es elvalor medio o esperadodel
observableA en el estado normalizaoqu(t)} (que NO es el valor mas probable, en
general; ni siquiera tiene que ser uno de |os tadog).

B “La relacién de indeterminacion expresa la attiéma que en la potencialidad de los
valores de la magnitud\ en el estadclxﬂ}D H produce la actualizacion de los valores

de B através de su medida”
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1 Postulado 111 de la Mecénica CuéanticaSi un sistema fisico se encuentra en un
estado puro descrito por un vector normalizhd)o, entonces la probabilidad de que al

medir un observabld resulte un valord perteneciente a un boreliadl] R viene
dada por

P, ) =|E @)y

dimM,, 2 dimM,,_ 2
- = Tl | Tl o
Aboy(T)nd =1 0,00 (T)na =1

teniendoseD< R ,(A)<1 y R ,(8)=0 siAno(T)=0.

®si A, 0o, (T), entonces la probabilidad de que al medir el observable T

se encuentre como resultado de la medida el valor propio A, viene dada por
2

Py () =P, (AN =lm{A: -2 ] <e)) = Z (A,14)) -

e si A es interior a o_(T), entonces la probabilidad de que al medir el

observable T se encuentre como resultado de la medida un valor que

pertenezca al intervalo (A —%,/1 +%) Oo.(T) vendra dada en términos de

una densidad de probabilidad,

dim M, 2
PT#I(/})EEIH)PTM({/":‘/"—A‘<%})= > K/]ilwﬂ
i=1

-estas probabilidades son independientes de la b.o.n. elegida en cada
subespacio propio.
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m Addenda: el operador momento
# Definiciones previas

4 Dada una funcién g:[aHOR - C, se define como absolutamente
continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b]DR cuando existe una

funcion hOL (&, b)) tal que g(x) = g(a)+f HydyOX[ af (i.e.:g es una

primitiva de h).
dg
» g g'=2
g, 9 dx
P g absolutamente continua = g continua y diferenciable
» g absolutamente continua > g' continua y > g'0L?([a,b])
» Dada g:[ab] - C , absolutamente continua en [a,b] = g es continua

y diferenciable c.d. sobre [a,b], teniéndose g':%é
X

continuas = (g absolutamente continua

h(X), donde h(x) es una

funcidn para la que g es una primitiva.

4 Una funcién g:[a JOR - C, se define como absolutamente continua en
el intervalo [a,b]OR, -o<a<b<+w = es absolutamente continua en

cualquier subintervalo finito del intervalo [a,b].
B El operador momento

4 Definimos inicialmente el operador momento como el operador
p:D(p<2(al)-L2(al), ay b finitos, [a,b] DR ; con dominio

D(p) ={gDL2 ([ad): g es absolutamente continua fra § o do il ([ a ]3)}

y regla de actuacién
(PY)(X =-i %(XX) -ig'(¥) OgO D( p (unidades 7 =1).
» D(p) =(L*([a b))

» pU.A(D(p)
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» Dada la restriccion de p, que denominamos operador p,,, con dominio

D(prl):{gDL2 ([ad): g es absolut. cont. epa § g:%DB [(ab @y g)b:O}

que sigue siendo denso en H, el adjunto es p/; 2 p,, pues
Ly = : _dg
D(p:) ={g0L2 ([a H): g es absolut. cont. epa B, g_&DLz ([aP ohoe( al

parael qug f p.g)=(h ¢0gI D ¢ P D, ,
ya que contiene funciones que no se anulan en los extremos del intervalo y

., .df
la regla de actuacion permanece, p;f=h= —|d— .
X

B La restriccion p,, es hermitica y no es ni esencialmente autoadjunta (si

posee un numero infinito no numerable de extensiom@toadjuntgs ni
autoadjunta.

B Dada la restriccion de p, operador p,, con dominio
D(p,,)={g0L2([a H): g es absolut. cont. efia f, g:%m_z ([ab

y g(b)=e?gg9#0, 600R, 8= ctg,
que sigue siendo denso en H, el adjunto es p;, = p,, pues D(p;,)=D(p,) Y
la regla de actuacion permanece.

B La restriccion p,, es autoadjunta.

P Las restricciones p,, y p,, son cerradas (P, =P, Y P, =P,)-

H L[a,b] L “[R]

p p; N0 acot., cerra. | p; no acotado, cerrado

D(P) | Di(P1) | Da(p2) | D'a(p1) D’2(p2)

p* P 2P1 |P2'=P2 | P1 =p1 P2 2P

D(p") | D(p:")2 | D(p2")= | D'(p:")= D'1(ps) D’(p2") 2 D'2(p2)
Di(py) | D2(p2)

D;(p)={ fOH | f absolutamente continualen fyJH}
D,(p,)={ fOH | f absolutamente continuaen f'0H fycontinua erR }
(i=1-rle i=2-r2)
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